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Введение

Протон входит в состав всех атомных ядер и поэтому служит важнейшим

«строительным блоком» материи. При этом он сам не является элементарным,

а состоит из кварков и глюонов. Первое указание на наличие у протона нетри

виальной внутренней структуры было получено при измерении его магнитного

момента 𝜇, выполненном в 1933 г. [1]. Найденное тогда значение оказалось в

2.5 раза больше ожидаемой для точечной частицы величины в один ядерный

магнетон. Начиная с пионерских экспериментов, проведенных Хофштадтером

с сотрудниками в 1950-х годах [2], для изучения электромагнитной структу

ры протона используется упругое электрон-протонное рассеяние. Дифференци

альное сечение этого процесса параметризуется через электрический, 𝐺𝐸(𝑄
2),

и магнитный, 𝐺𝑀(𝑄2), формфакторы протона, являющиеся вещественными

функциями от квадрата переданного ему при рассеянии четырех-импульса,𝑄2.

Величины 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 характеризуют распределения внутри протона электриче

ского заряда и магнитного момента, соответственно. Они не вычисляются из

первых принципов, но могут быть извлечены из данных для дифференциаль

ного сечения упругого 𝑒−𝑝 -рассеяния. Этот способ измерения формфакторов

протона известен как метод Розенблюта.

Альтернативный метод изучения формфакторов протона состоит в ис

пользовании поляризационных наблюдаемых реакции 𝑒−𝑝 → 𝑒−𝑝. Например,

в случае рассеяния продольно-поляризованных электронов на неполяризован

ной протонной мишени величина 𝐺𝐸/𝐺𝑀 выражается через отношение 𝑃𝑡/𝑃ℓ

поперечной и продольной компонент поляризации протона отдачи. Этот метод

был предложен ещё в 1968 г. [3, 4], но реализован на практике только несколько

десятилетий спустя. Серия точных поляризационных измерений [5–9], прове

денных в 2000-х годах в Национальной лаборатории Джефферсона (США),

принесла неожиданные результаты. Оказалось, что отношение 𝜇𝐺𝐸/𝐺𝑀 па

дает с ростом 𝑄2, тогда как ранее считалось, что оно слабо зависит от 𝑄2 и
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близко к единице. Обнаруженное противоречие поставило под сомнение всю

методику электроядерных экспериментов.

Наиболее вероятной причиной проблемы считается неправомерность при

менения приближения однофотонного обмена при анализе данных неполяриза

ционных измерений. Как известно, метод Розенблюта основан на одноименной

формуле для дифференциального сечения упругого 𝑒−𝑝 -рассеяния, записан

ной в низшем порядке по 𝛼 (константе электромагнитного взаимодействия),

т. е. в предположении обмена только одним виртуальным фотоном между элек

троном и протоном. Вклад двухфотонного обмена, являющегося одной из ради

ационных поправок низшего порядка по 𝛼 к изучаемому процессу, учитывается

при этом только в простейшем мягкофотонном приближении. Существующие

теоретические расчеты «жесткого» двухфотонного обмена являются модельно

зависимыми, и это одна из причин того, что его вкладом прежде пренебрегали.

Однако эффект жесткого двухфотонного обмена может быть изучен экс

периментально, путем сравнения между собой дифференциальных сечений

упругого 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния. Впервые такие попытки предпринимались ещё

в 1960-е годы, однако тогда не была достигнута требуемая точность измерений.

После обнаружения противоречия в данных для формфакторов протона, по

лученных двумя разными методами, интерес к этому вопросу возродился. В

2004 г. было предложено выполнить новое прецизионное измерение на элек

трон-позитронном накопителе ВЭПП-3 в Новосибирске [10], результаты кото

рого представлены в данной диссертационной работе. Аналогичные экспери

менты были также проведены коллаборациями CLAS и OLYMPUS.

Критически важной частью эксперимента на ВЭПП-3 был учет стандарт

ных радиационных поправок. Это объясняется тем, что поправки, связанные

с тормозным излучением, также зависят от знака заряда рассеиваемой части

цы и по величине сопоставимы с изучаемым эффектом двухфотонного обмена.

Поскольку в описываемом измерении рассеянный электрон/позитрон и протон

отдачи регистрировались на совпадении, для учета радиационных поправок
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потребовалось разработать специальный генератор событий и выполнить тща

тельное компьютерное моделирование детектора. Также в ходе исследования

была проделана ревизия радиационных поправок, применяемых в эксперимен

тах по измерению формфакторов протона методом Розенблюта.

Целью работы является экспериментальное изучение вклада жесткого

двухфотонного обмена в дифференциальные сечения упругого рассеяния элек

тронов и позитронов на протонах, а также разработка практических методов

учета радиационных поправок к этим процессам.

Задачи, которые необходимо было решить для достижения поставленной

цели, состоят в следующем:

1. Провести экспериментальное сравнение 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния и опреде

лить вклад жесткого двухфотонного обмена в дифференциальные сече

ния этих процессов.

2. Разработать процедуру учета радиационных поправок в экспериментах

по упругому 𝑒±𝑝 -рассеянию с регистрацией электрона/позитрона и про

тона на совпадении, а также подготовить соответствующий генератор

событий.

3. Выполнить тщательную ревизию радиационных поправок и переобработ

ку данных экспериментов E140 [11] и NE11 [12], проведенных в SLAC и

посвященных измерению формфакторов протона методом Розенблюта.

Положения, выносимые на защиту:

1. Первое прямое наблюдение эффекта жесткого двухфотонного обмена в

упругом электрон-протонном рассеянии.

2. Результаты проведенного на накопителе ВЭПП-3 прецизионного сравне

ния дифференциальных сечений упругого рассеяния электронов и пози

тронов на протонах в диапазоне по 𝑄2 от 0.3 до 1.5 ГэВ2.
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3. Процедура учета радиационных поправок первого порядка по 𝛼 в экспе

риментах с регистрацией электрона/позитрона и протона на совпадении.

4. Генератор событий упругого рассеяния заряженных лептонов на прото

нах, в котором учтены радиационные поправки первого порядка по 𝛼.

5. Результаты переобработки данных экспериментов E140 и NE11, выпол

ненных в SLAC и посвященных измерению электромагнитных формфак

торов протона методом Розенблюта.

Научная новизна:

1. Осуществлено первое прямое наблюдение эффекта жесткого двухфотон

ного обмена в упругом электрон-протонном рассеянии.

2. Выполнено самое точное на сегодня сравнение дифференциальных сече

ний упругого 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния в диапазоне по 𝑄2 от 0.3 до 1.5 ГэВ2.

3. Впервые разработан генератор событий упругого рассеяния заряженных

лептонов на протонах, в котором тормозное излучение первого порядка

по 𝛼 учтено без использования мягкофотонного и ультрарелятивистского

приближений.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты

эксперимента на накопителе ВЭПП-3 и переобработки данных SLAC важны

для понимания причины противоречия между значениями 𝐺𝐸/𝐺𝑀 протона,

полученными двумя разными методами. Разработанная процедура учета ра

диационных поправок и генератор событий ESEPP могут быть использованы в

целом ряде экспериментов по измерению электромагнитных формфакторов и

зарядового радиуса протона.

Достоверность полученных результатов подтверждается тем, что

они опубликованы в авторитетных научных журналах (Physical Review Letters,
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Physical Review C, Journal of Physics G и др.), где прошли тщательное рецензи

рование. Результаты эксперимента на накопителе ВЭПП-3 находятся в согла

сии с данными, полученными независимо коллаборациями CLAS и OLYMPUS

(см. раздел 5.4).

Апробация результатов. Основные результаты диссертации доклады

вались автором на научных семинарах ИЯФ СО РАН (Новосибирск, 2012 и

2016 гг.), Национальной лаборатории Джефферсона (Ньюпорт-Ньюс, США,

2014 г.), Института физики высоких энергий (Пекин, Китай, 2015 г.), Универ

ситета науки и технологий Китая (Хэфэй, Китай, 2015 г.) и Петербургского

института ядерной физики (Гатчина, 2016 г.), на научной сессии-конференции

Секции ядерной физики Отделения физических наук РАН (ИТЭФ, Москва,

2009 г.), на семинаре МНТЦ «Новые перспективы физики высоких энергий»

(ИЯФ СО РАН, Новосибирск, 2010 г.), на 19-ой Международной конференции

по частицам и ядрам («PANIC11», MIT, Бостон, США, 2011 г.), на Между

народном совещании по 𝑒+𝑒−-столкновениям от 𝜑 до 𝜓 («PHIPSI11», ИЯФ

СО РАН, Новосибирск, 2011 г.), на симпозиуме «Экспериментальные и тео

ретические аспекты формфакторов протона» (ПИЯФ, Гатчина, 2012 г.), на

совещаниях «Электромагнитные процессы рассеяния и аннигиляции» (ECT*,

Тренто, Италия, 2013 г.) и «Радиационные поправки в экспериментах по ан

нигиляции и рассеянию» (IPN Orsay, Орсе, Франция, 2013 г.), а также на еже

годном собрании Американского физического общества («APS April Meeting

2017», Вашингтон, США, 2017 г.).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 9 печатных ра

ботах, включая 4 оригинальных научных статьи [13–16] и 5 статей в трудах

конференций [17–21]. Все они относятся к изданиям, рекомендованным ВАК и

входящим в международные реферативные базы данных и системы цитирова

ния Web of Science и/или Scopus.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти

глав основного текста, заключения и списка литературы. Она содержит 21 ри
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сунок и 9 таблиц, а её общий объем составляет 120 страниц. Список литературы

включает в себя 137 наименований.

В первой главе диссертации рассматриваются кинематика и дифференци

альное сечение процесса упругого электрон-протонного рассеяния. Здесь же об

суждаются электрический и магнитный формфакторы протона — их интерпре

тация в системе отсчета Брейта, методы измерения и доступные в настоящее

время экспериментальные данные. Вторая глава посвящена учету радиацион

ных поправок в экспериментах по 𝑒−𝑝 -рассеянию, в которых регистрируется

только рассеянный электрон (инклюзивные измерения). В третьей главе опи

сывается переобработка данных экспериментов E140 и NE11, проведенных в

SLAC и посвященных измерению электрического и магнитного формфакторов

протона методом Розенблюта при 1 6 𝑄2 6 8.83 ГэВ2. В четвертой главе изло

жена процедура учета радиационных поправок в экспериментах с регистраци

ей электрона/позитрона и протона на совпадении (эксклюзивные измерения).

Здесь же представлен новый генератор событий ESEPP, в котором учтены ра

диационные поправки первого порядка по 𝛼. Пятая глава содержит описание

проведенного в ИЯФ СО РАН на накопителе ВЭПП-3 эксперимента по преци

зионному сравнению сечений упругого рассеяния электронов и позитронов на

протонах в диапазоне по 𝑄2 от 0.3 до 1.5 ГэВ2. Полученные данные позволили

определить вклад жесткого двухфотонного обмена в сечения рассматриваемых

процессов. В заключении перечислены основные результаты работы.

Отметим, что в диссертации принята естественная система единиц, в ко

торой ~ = 𝑐 = 1, а постоянная тонкой структуры равна 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) ≈ 1/137.

При таком выборе единиц все энергии, импульсы и массы элементарных ча

стиц выражаются в ГэВ, а сечения рассеяния в ГэВ−2 (1 ГэВ−2 ≈ 0.389 мбн).

Используется такая метрика, что скалярное произведение четырех-импульсов

записывается как 𝑝𝑖 · 𝑝𝑗 = 𝐸𝑖𝐸𝑗 − p𝑖 · p𝑗. Наконец, мы рассматриваем только

лабораторную систему отсчета, в которой протон до рассеяния покоится.
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Глава 1

Упругое электрон-протонное рассеяние

1.1. Кинематика

В данном разделе мы рассмотрим кинематику процесса упругого элек

трон-протонного рассеяния и введем основные обозначения. Поскольку реак

ция 𝑒−𝑝 → 𝑒−𝑝 двухчастичная, то векторы импульсов участвующих в ней

частиц лежат в одной плоскости. Выберем направления координатных осей та

ким образом, чтобы это была плоскость 𝑥𝑧, а ось 𝑧 была бы направлена вдоль

импульса налетающего электрона. Тогда в лабораторной системе отсчета (где

протон мишени до рассеяния покоится) четырех-импульсы частиц, участвую

щих в реакции, запишутся следующим образом:

𝑝1 = (𝐸1, p1) = (𝐸1, 0, 0, |p1|) , (1.1)

𝑝2 = (𝑀, 0) = (𝑀, 0, 0, 0) , (1.2)

𝑝3 = (𝐸3, p3) = (𝐸3, |p3| sin 𝜃3, 0, |p3| cos 𝜃3) , (1.3)

𝑝4 = (𝐸4, p4) = (𝐸4, −|p4| sin 𝜃4, 0, |p4| cos 𝜃4) , (1.4)

где 𝑝1 и 𝑝3 — четырех-импульсы электрона до и после рассеяния; 𝑝2 и 𝑝4 —

четырех-импульсы протона до и после рассеяния; 𝐸1 и 𝐸3 — полные энергии

налетающего и рассеянного электронов; 𝐸4 — полная энергия протона отдачи.

Полярные углы 𝜃3 и 𝜃4 для рассеянного электрона и протона отдачи отсчиты

ваются от оси 𝑧. Модули векторов импульсов p1, p3 и p4 равны

|p1| =
√︁
𝐸2

1 −𝑚2, |p3| =
√︁
𝐸2

3 −𝑚2, |p4| =
√︁
𝐸2

4 −𝑀 2, (1.5)

где𝑚 и𝑀 — массы электрона и протона. В дальнейшем, если это не оговарива

ется отдельно, мы пренебрегаем массой электрона по сравнению с его энергией

и импульсом, т. е. считаем электрон ультрарелятивистским.



11

Закон сохранения полного четырех-импульса системы,

𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝3 + 𝑝4, (1.6)

приводит к следующим трем соотношениям:

𝐸1 +𝑀 = 𝐸3 + 𝐸4, (1.7)

𝐸3 sin 𝜃3 −
√︁
𝐸2

4 −𝑀 2 sin 𝜃4 = 0, (1.8)

𝐸1 = 𝐸3 cos 𝜃3 +
√︁
𝐸2

4 −𝑀 2 cos 𝜃4. (1.9)

Задание любых двух независимых кинематических переменных полностью

определяет кинематику двухчастичной реакции. Наиболее естественно вы

брать в качестве таких переменных энергию пучка 𝐸1 и угол рассеяния 𝜃3.

Тогда из системы уравнений (1.7)–(1.9) находим:

𝐸3 =
𝑀𝐸1

𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)
, (1.10)

𝐸4 =𝑀 + 𝐸1 −
𝑀𝐸1

𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)
, (1.11)

tg 𝜃4 =
𝑀

𝑀 + 𝐸1
ctg

𝜃3
2
. (1.12)

Формула (1.12) выражает взаимосвязь между полярными углами 𝜃3 и 𝜃4, ча

сто используемую для выделения событий упругого рассеяния. Азимутальные

углы электрона и протона, 𝜑3 и 𝜑4, связаны между собой как |𝜑4−𝜑3| = 𝜋 (вы

бранная нами система координат соответствует значениям 𝜑3 = 0 и 𝜑4 = 𝜋).

Другой важной кинематической переменной является лоренц-инвариант

𝑞2 = (𝑝4 − 𝑝2)
2 = 2𝑀(𝐸3 − 𝐸1) = (𝑝1 − 𝑝3)

2 ≈ −4𝐸1𝐸3 sin
2 𝜃3
2
, (1.13)

который представляет собой квадрат переданного протону при рассеянии четы

рех-импульса 𝑞. Поскольку 𝑞2 6 0, то удобно ввести положительную величину

𝑄2 ≡ −𝑞2, которую для краткости будем называть квадратом переданного

импульса. Часто вместо 𝑄2 используется безразмерная кинематическая пере

менная 𝜏 , вводимая как

𝜏 =
𝑄2

4𝑀 2
. (1.14)
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1.2. Дифференциальное сечение

В приближении однофотонного обмена (см. Рисунок 1.1) амплитуда ℳ1𝛾

процесса 𝑒−𝑝→ 𝑒−𝑝 записывается, в соответствии со стандартными правилами

квантовой электродинамики [22–24], как

ℳ1𝛾 = 𝑗𝜇
1

𝑞2
𝐽𝜇, (1.15)

где

𝑗𝜇 = −𝑒�̄�(𝑝3)𝛾𝜇𝑢(𝑝1) и 𝐽𝜇 = 𝑍𝑒�̄�(𝑝4)Γ
𝜇𝑢(𝑝2) (1.16)

— электронный и протонный токи перехода, −𝑒 ≡ −
√
4𝜋𝛼 — заряд электрона,

𝑍𝑒 — заряд протона, �̄� и 𝑢 — спиноры Дирака и 𝛾𝜇 — гамма-матрицы. Взаи

модействие протона с виртуальным фотоном описывается вершинным опера

тором Γ𝜇, который параметризуется с помощью формфакторов 𝐹1(𝑞
2) и 𝐹2(𝑞

2)

следующим образом:

Γ𝜇 = 𝐹1(𝑞
2)𝛾𝜇 +

𝐹2(𝑞
2)

2𝑀
𝑖𝜎𝜇𝜈𝑞𝜈, (1.17)

где 𝜎𝜇𝜈 = 1
2𝑖[𝛾

𝜇, 𝛾𝜈] и 𝑞𝜈 = (𝑝4 − 𝑝2)𝜈. Формфакторы 𝐹1 и 𝐹2, называемые,

соответственно, формфакторами Дирака и Паули, являются вещественными

функциями квадрата переданного импульса. Они не вычисляются из первых

принципов, но могут быть измерены в экспериментах по упругому рассеянию

заряженных лептонов (электронов, позитронов, мюонов) на протонах.

p2

p1

p4

q

p3

Γµ

γµ

Рис. 1.1. Диаграмма Фейнмана, изображающая процесс упругого электрон-протонного рас
сеяния в низшем порядке по 𝛼 (т. е. в приближении однофотонного обмена).
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Нас интересует только случай, когда пучок и мишень не поляризованы,

а поляризации частиц в конечном состоянии не измеряются. Тогда квадрат

амплитуды процесса, усредненный по начальным и просуммированный по ко

нечным состояниям поляризаций, равен [25]

|ℳ1𝛾|2 =
𝑍2𝑒4

𝑞4
1

4

∑︁

spins

|�̄�(𝑝3)𝛾𝜇𝑢(𝑝1)�̄�(𝑝4)Γ𝜇𝑢(𝑝2)|2 =
𝑍2𝑒4

𝑞4
ℒ𝜇𝜈𝒫𝜇𝜈, (1.18)

где электронный ℒ𝜇𝜈 и протонный 𝒫𝜇𝜈 тензоры записываются как

ℒ𝜇𝜈 =
1

2
tr
[︁
(/𝑝3 +𝑚)𝛾𝜇(/𝑝1 +𝑚)𝛾𝜈

]︁
, (1.19)

𝒫𝜇𝜈 =
1

2
tr
[︁
(/𝑝4 +𝑀)Γ𝜇(/𝑝2 +𝑀)Γ𝜈

]︁
, (1.20)

а запись /𝑝 обозначает 𝑝𝜇𝛾𝜇. Используя тождество Гордона

𝑖�̄�(𝑝4)𝜎
𝜇𝜈𝑢(𝑝2)𝑞𝜈 = 2𝑀�̄�(𝑝4)𝛾

𝜇𝑢(𝑝2)− (𝑝2 + 𝑝4)
𝜇, (1.21)

перепишем выражение для вершинного оператора Γ𝜇 как

Γ𝜇 = (𝐹1 + 𝐹2)𝛾
𝜇 − 𝐹2

2𝑀
(𝑝2 + 𝑝4)

𝜇. (1.22)

Далее, вычисляя ℒ𝜇𝜈𝒫𝜇𝜈 и пренебрегая массой электрона, найдем

|ℳ1𝛾|2 =
𝑍2𝑒4𝑀 2

𝐸1𝐸3

cos2 (𝜃3/2)

sin4 (𝜃3/2)

[︂
𝐹 2
1 + 𝜏𝐹 2

2 + 2𝜏(𝐹1 + 𝐹2)
2 tg2

𝜃3
2

]︂
. (1.23)

Для дифференциального сечения процесса рассеяния в случае, когда ча

стица-мишень покоится, а массой налетающей частицы можно пренебречь,

справедлива следующая общая формула:

d𝜎

dΩ
=

1

64𝜋2

(︂
𝐸3

𝑀𝐸1

)︂2

|ℳ|2. (1.24)

Подставляя (1.23) в (1.24) и учитывая, что 𝑒2 = 4𝜋𝛼, запишем дифференци

альное сечение процесса 𝑒−𝑝→ 𝑒−𝑝 в лабораторной системе отсчета как

d𝜎0
dΩ3

=
𝑍2𝛼2

4𝐸2
1

cos2 (𝜃3/2)

sin4 (𝜃3/2)

𝐸3

𝐸1

[︂
𝐹 2
1 + 𝜏𝐹 2

2 + 2𝜏(𝐹1 + 𝐹2)
2 tg2

𝜃3
2

]︂
. (1.25)
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Заметим, что выражение, стоящее в (1.25) перед квадратными скобками,

есть не что иное, как дифференциальное сечение Мотта, описывающее рассея

ние электронов на бесспиновых точечных ядрах с электрическим зарядом 𝑍:

d𝜎Mott

dΩ3
=
𝑍2𝛼2

4𝐸2
1

cos2 (𝜃3/2)

sin4 (𝜃3/2)
𝜂−1, (1.26)

где введен безразмерный параметр 𝜂, связанный с отдачей ядра и равный

𝜂 =
𝐸1

𝐸3
= 1 +

𝐸1

𝑀
(1− cos 𝜃3). (1.27)

С учетом этого формула (1.25) запишется как

d𝜎0
dΩ3

=

[︂
𝐹 2
1 + 𝜏𝐹 2

2 + 2𝜏(𝐹1 + 𝐹2)
2 tg2

𝜃3
2

]︂
d𝜎Mott

dΩ3
. (1.28)

Часто вместо формфакторов Дирака и Паули удобнее использовать форм

факторы Сакса [26], 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 , являющиеся линейными комбинациями 𝐹1 и 𝐹2:

𝐺𝐸 = 𝐹1 − 𝜏𝐹2, 𝐺𝑀 = 𝐹1 + 𝐹2. (1.29)

Формфактор 𝐺𝐸 называют электрическим, а 𝐺𝑀 — магнитным. Их физиче

ская интерпретация обсуждается в разделе 1.3. В терминах 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 диффе

ренциальное сечение (1.28) запишется как

d𝜎0
dΩ3

=

[︂
𝐺2

𝐸 + 𝜏𝐺2
𝑀

1 + 𝜏
+ 2𝜏𝐺2

𝑀 tg2
𝜃3
2

]︂
d𝜎Mott

dΩ3
. (1.30)

Введем новую безразмерную кинематическую переменную

𝜀 =

[︂
1 + 2(1 + 𝜏) tg2

𝜃3
2

]︂−1

, (1.31)

принимающую значения от 0 до 1 (при 𝜃3 = 𝜋 и 𝜃3 = 0, соответственно) и

называемую обычно «поляризацией виртуального фотона». Тогда получаем

следующее простое выражение для d𝜎0/dΩ3:

d𝜎0
dΩ3

=
𝜀𝐺2

𝐸 + 𝜏𝐺2
𝑀

𝜀(1 + 𝜏)

d𝜎Mott

dΩ3
. (1.32)
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Формула (1.32) носит имя Розенблюта — американского физика, который пер

вым вычислил дифференциальное сечение для процесса упругого электрон

протонного рассеяния [27].

Заметим, что в общем случае, когда массой лептона 𝑚 нельзя пренебречь,

формула (1.32) по-прежнему справедлива при условии, что используются сле

дующие выражения для 𝜀 и d𝜎Mott/dΩ3 [13, 28]:

̃︀𝜀 =
[︂
1 + 2(1 + 𝜏)

𝑄2 − 2𝑚2

4𝐸1𝐸3 −𝑄2

]︂−1

, (1.33)

d𝜎Mott

dΩ3
=
𝑍2𝛼2

4𝐸2
1

1−𝑄2/(4𝐸1𝐸3)

𝑄4/(4𝐸1𝐸3)2
1

𝑑

𝑀(𝐸2
3 −𝑚2)

𝑀𝐸1𝐸3 +𝑚2(𝐸3 − 𝐸1 −𝑀)
, (1.34)

где

𝑄2 = 2𝑀(𝐸1 − 𝐸3), 𝑑 =
𝐸3

𝐸1

|p1|
|p3|

. (1.35)

Переменная ̃︀𝜀 может теперь принимать значения, большие единицы (мы поме

тили её тильдой, чтобы подчеркнуть это отличие от введенной ранее величины

0 6 𝜀 6 1). Например, легко заметить, что в пределе 𝑄2 → 0 формула (1.33)

дает ̃︀𝜀 = 𝐸2
1/(𝐸

2
1 −𝑚2) > 1. Если же массой 𝑚 пренебречь, то новая перемен

ная ̃︀𝜀 совпадает с 𝜀, введенной в (1.31).

1.3. Электромагнитные формфакторы протона

Введенные в разделе 1.2 лоренц-инвариантные формфакторы 𝐺𝐸(𝑄
2) и

𝐺𝑀(𝑄2) используются для феноменологического описания электромагнитных

свойств протона в рамках квантовой электродинамики и пока ещё не могут

быть вычислены из первых принципов [29–33]. Хотя отсюда уже очевидна важ

ность их экспериментального изучения, полезно обсудить физическую интер

претацию этих величин [22, 25]. Для этого рассмотрим упругое 𝑒−𝑝 -рассеяние

и перейдем в так называемую систему отсчета Брейта, в которой p4 = −p2

(т. е. протон меняет свой импульс на противоположный, как если бы он упру

го отскакивал от «кирпичной стены»). При этом протон не получает энергии,
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а 𝑄2 записывается как

𝑄2 ≡ −𝑞2 = −(0, q)2 = |q|2. (1.36)

Рассматривая в такой кинематике ток 𝐽𝜇 (1.16), можно показать, что форм

фактор𝐺𝐸 (𝐺𝑀) является фурье-образом от плотности пространственного рас

пределения электрического заряда (магнитного момента) протона в системе

Брейта:

𝐺𝐸,𝑀(𝑄2) =

∫
𝜌𝐸,𝑀(r) exp (𝑖q·r) d3r. (1.37)

Другими словами, трехмерное преобразование Фурье (1.37) позволяет перей

ти от координатного представления величин 𝜌𝐸(r) и 𝜌𝑀(r) к импульсному —

электромагнитным формфакторам 𝐺𝐸(𝑄
2) и 𝐺𝑀(𝑄2). Этой элегантной связи

не следует придавать слишком буквальный смысл, поскольку каждому значе

нию 𝑄2 соответствует своя система Брейта, которая, таким образом, является

лишь математической абстракцией. Если функции 𝜌𝐸(r) и 𝜌𝑀(r) не заданы

в какой-либо определенной системе отсчета, то они вряд ли имеют физиче

ский смысл. Однако в нерелятивистском пределе 𝑄2 ≪ 𝑀 2 система Брейта

совпадает с системой покоя протона и не зависит от 𝑄2, тогда описанная ин

терпретация вполне легитимна. Это относится как к случаю очень малых 𝑄2,

так и к экспериментам по рассеянию электронов на тяжелых ядрах, когда их

отдачей можно пренебречь.

Естественно предположить, что распределения 𝜌𝐸(r) и 𝜌𝑀(r) являются

сферически-симметричными, т. е. зависят только от величины 𝑟 = |r|. Выберем

такую сферическую систему координат, в которой полярная ось направлена

вдоль вектора q, а угол между векторами q и r равен 𝜃. Тогда скалярное

произведение q·r и элемент объема d3r равны

q·r = |q||r| cos 𝜃 = 𝑄𝑟 cos 𝜃, (1.38)

d3r = 𝑟2 sin 𝜃 d𝑟 d𝜃 d𝜑, (1.39)
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а выражение (1.37) принимает вид

𝐺𝐸,𝑀(𝑄2) =

2𝜋∫
0

d𝜑

1∫
−1

d(cos 𝜃)

∞∫
0

𝑟2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) exp (𝑖 𝑄𝑟 cos 𝜃) d𝑟 =

= 2𝜋

∞∫
0

𝑟2𝜌𝐸,𝑀(𝑟)
exp (𝑖 𝑄𝑟 cos 𝜃)

𝑖 𝑄𝑟

⃒⃒
⃒⃒
cos 𝜃=1

cos 𝜃=−1

d𝑟 =
4𝜋

𝑄

∞∫
0

𝑟𝜌𝐸,𝑀(𝑟) sin (𝑄𝑟) d𝑟.

(1.40)

Заметим, что обратное к (1.40) преобразование Фурье записывается как

𝜌𝐸,𝑀(𝑟) =
1

2𝜋2𝑟

∞∫
0

𝑄𝐺𝐸,𝑀(𝑄2) sin (𝑄𝑟) d𝑄. (1.41)

Разложим функцию sin (𝑄𝑟) в ряд Маклорена (т. е. ряд Тейлора в окрест

ности точки 𝑄 = 0):

sin (𝑄𝑟) = 𝑄𝑟 − (𝑄𝑟)3

3!
+

(𝑄𝑟)5

5!
− . . . =

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
(𝑄𝑟)2𝑛+1. (1.42)

Подстановка (1.42) в (1.40) дает

𝐺𝐸,𝑀(𝑄2) =
4𝜋

𝑄

∞∫
0

𝑟𝜌𝐸,𝑀(𝑟)

[︂
𝑄𝑟 − (𝑄𝑟)3

3!
+

(𝑄𝑟)5

5!
− . . .

]︂
d𝑟 =

= 4𝜋

∞∫
0

𝑟2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟 − 4𝜋

3!
𝑄2

∞∫
0

𝑟4𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟 +
4𝜋

5!
𝑄4

∞∫
0

𝑟6𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟 − . . . =

= 4𝜋
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
𝑄2𝑛

∞∫
0

𝑟2𝑛+2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟. (1.43)

При 𝑄 = 0 все члены ряда (1.43), кроме первого, зануляются:

𝐺𝐸,𝑀(0) = 4𝜋

∞∫
0

𝑟2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟. (1.44)

Поскольку для протона 𝐺𝐸,𝑀(0) ̸= 0, мы можем поделить обе части форму
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лы (1.43) на (1.44). После этого, обозначив

⟨𝑟𝑛𝐸,𝑀⟩ =

∞∫
0

𝑟𝑛+2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟

∞∫
0

𝑟2𝜌𝐸,𝑀(𝑟) d𝑟

, (1.45)

получаем следующий ряд:

𝐺𝐸,𝑀(𝑄2)

𝐺𝐸,𝑀(0)
= 1− 1

6
⟨𝑟2𝐸,𝑀⟩𝑄2 +

1

120
⟨𝑟4𝐸,𝑀⟩𝑄4 − 1

5040
⟨𝑟6𝐸,𝑀⟩𝑄6 + . . . =

= 1 +
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
⟨𝑟2𝑛𝐸,𝑀⟩𝑄2𝑛. (1.46)

Заметим, что разложение (1.46) содержит только четные степени ⟨𝑟2𝑛𝐸,𝑀⟩ и 𝑄2𝑛,

причем при очень малых𝑄2 можно ограничиться только несколькими первыми

членами.

Определяемые в соответствии с (1.45) величины
√︀
⟨𝑟2𝐸⟩ и

√︀
⟨𝑟2𝑀⟩ называ

ют, соответственно, зарядовым и магнитным среднеквадратичными радиусами

протона и используют для описания его размера. Ряд (1.46) позволяет ввести

следующее альтернативное определение для величины ⟨𝑟2𝐸,𝑀⟩:

⟨𝑟2𝐸,𝑀⟩ = −6

𝐺𝐸,𝑀(0)

d𝐺𝐸,𝑀(𝑄2)

d𝑄2

⃒⃒
⃒⃒
𝑄2=0

. (1.47)

Хотя формулы (1.45) и (1.47) согласуются друг с другом, именно последняя

считается корректным определением величины ⟨𝑟2𝐸,𝑀⟩, поскольку для её интер

претации не требуется привлекать систему Брейта. Фактически она выражает

⟨𝑟2𝐸⟩ и ⟨𝑟2𝑀⟩ через углы наклона формфакторов 𝐺𝐸(𝑄
2) и 𝐺𝑀(𝑄2) в точке

𝑄2 = 0.

Численные результаты измерений формфакторов протона приводятся в

разделе 1.4, но грубо их можно описать как

𝐺𝐸(𝑄
2) ≈ 𝐺𝐷(𝑄

2), 𝐺𝑀(𝑄2) ≈ 𝜇𝐺𝐷(𝑄
2), (1.48)

где функцию

𝐺𝐷(𝑄
2) =

(︂
1 +

𝑄2

Λ2

)︂−2

(1.49)
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называют дипольным формфактором, а Λ2 = 0.71 ГэВ2. Такой дипольной за

висимости соответствуют экспоненциально убывающие с радиусом распределе

ния электрического заряда и магнитного момента протона в системе Брейта:

𝜌𝐸(𝑟) =
Λ3

8𝜋
𝑒−Λ𝑟, 𝜌𝑀(𝑟) = 𝜇

Λ3

8𝜋
𝑒−Λ𝑟. (1.50)

Среднеквадратичные радиусы протона в этом случае равны
√︁

⟨𝑟2𝐸⟩ =
√︁

⟨𝑟2𝑀⟩ =
√
12

Λ
≈ 0.81 Фм. (1.51)

1.4. Результаты измерений формфакторов протона

Экспериментальное изучение электромагнитных формфакторов протона

началось в 1950-е годы с пионерских работ Хофштадтера [2]. Единственным

известным тогда способом измерения 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 был метод Розенблюта, в ос

нове которого лежит одноименная формула (1.32) для дифференциального се

чения упругого 𝑒−𝑝 -рассеяния. Входящая в неё комбинация формфакторов

𝜀𝐺2
𝐸 + 𝜏𝐺2

𝑀 линейно зависит от 𝜀 и называется редуцированным сечением. Ва

рьируя энергию пучка и углы рассеяния электрона, можно измерить редуциро

ванное сечение при фиксированной передаче импульса 𝑄2, но разных значени

ях 𝜀. Затем полученные данные можно аппроксимировать линейной функцией

от 𝜀, тангенс угла наклона которой и точка пересечения с осью ординат дадут,

соответственно, 𝐺2
𝐸 и 𝜏𝐺2

𝑀 при данном 𝑄2. Существенным недостатком описан

ного метода является то обстоятельство, что вклад электрического формфак

тора в редуцированное сечение падает с ростом 𝑄2, делая затруднительным

извлечение 𝐺𝐸 при больших передачах импульса. На Рисунке 1.2 приведены

характерные результаты измерений формфакторов протона, полученные мето

дом Розенблюта в течение нескольких десятилетий. Для удобства показанные

там значения 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 нормированы на дипольный формфактор (1.49), а го

ризонтальная шкала сделана логарифмической. Видно, что при высоких 𝑄2

магнитный формфактор протона известен намного лучше электрического.
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Рис. 1.2. Данные для электрического (a) и магнитного (b) формфакторов протона, полу
ченные методом Розенблюта в следующих измерениях: × [34], J [35], I [36], � [37], F [38],
∘ [11], ∙ [12], � [39] и ♦ [40]. Серой пунктирной линией показана параметризация Келли
(1.53)–(1.54). Горизонтальная шкала является логарифмической.

Альтернативный подход состоит в измерении поляризационных наблюда

емых реакции 𝑒−𝑝 → 𝑒−𝑝, а не её дифференциального сечения. В частности,

при упругом рассеянии продольно-поляризованного электрона на неполяризо

ванном протоне величина 𝐺𝐸/𝐺𝑀 выражается в приближении однофотонного

обмена как
𝐺𝐸

𝐺𝑀
= −

√︂
(1 + 𝜀)𝜏

2𝜀

𝑃𝑡

𝑃ℓ
, (1.52)

где 𝑃𝑡/𝑃ℓ — это отношение поперечной и продольной компонент поляризации

протона отдачи. Соответствующий метод измерения 𝐺𝐸/𝐺𝑀 получил назва
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ние метода передачи поляризации. Он был предложен Ахиезером и Рекало

ещё в 1968 г. [3, 4], но реализован на практике лишь десятилетия спустя,

после появления интенсивных пучков поляризованных электронов и эффек

тивных протонных поляриметров. Другой вариант описанного метода состоит

в наблюдении асимметрии при рассеянии поляризованных электронов на по

ляризованной протонной мишени [33, 41]. В отличие от метода Розенблюта,

чувствительность поляризационных измерений к электрическому формфакто

ру не падает с ростом 𝑄2. С другой стороны, знания одного лишь отношения

формфакторов недостаточно для раздельного определения 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 . Отсюда

ясно, что для достижения наилучших результатов следует использовать дан

ные обоих методов.

Серия точных поляризационных измерений величины 𝐺𝐸/𝐺𝑀 была про

ведена в Национальной лаборатории Джефферсона (США) и принесла неожи

данные результаты [5–9]. Оказалось, что отношение электрического и магнит

ного формфакторов протона падает с ростом 𝑄2, что противоречит классиче

ским данным, полученным методом Розенблюта (см. Рисунок 1.3). Эта пара

доксальная ситуация привлекла большое внимание научного сообщества, по

скольку ставит под сомнение всю методику электроядерных экспериментов.

Для проверки обоих методов были выполнены дополнительные измерения и пе

реобработаны старые данные. Например, проверялось, что при фиксированных

значениях 𝑄2 редуцированное сечение является линейной функцией от 𝜀 [42], а

величина (1.52) — константой [43]. Также было проведено новое прецизионное

измерение формфакторов методом Розенблюта, в котором вместо рассеянного

электрона регистрировался протон отдачи [40]. Однако всего этого оказалось

недостаточно для разрешения противоречия.

Несмотря на эту проблему, предпринимаются попытки совместного анали

за данных обоих методов. В частности, отметим работу Келли [44], в которой

была предложена следующая простая параметризация для электрического и
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Рис. 1.3. Отношение 𝜇𝐺𝐸/𝐺𝑀 в зависимости от 𝑄2, измеренное с помощью двух разных
методов. Результаты, полученные методом Розенблюта (синие маркеры):J [35],I [36], ∘ [11],
∙ [12], � [39] и ♦ [40]. Поляризационные данные (красные маркеры): � [5, 6], N [7, 8] и H [9].
Серой пунктирной линией показана параметризация Келли (1.53)–(1.54).

магнитного формфакторов протона:

𝐺𝐸(𝜏) =
1− 0.24 𝜏

1 + 10.98 𝜏 + 12.82 𝜏 2 + 21.97 𝜏 3
, (1.53)

𝐺𝑀(𝜏) = 𝜇
1 + 0.12 𝜏

1 + 10.97 𝜏 + 18.86 𝜏 2 + 6.55 𝜏 3
. (1.54)

Достоинством этой модели является то, что она имеет разумные статический,

𝐺𝐸(0) = 𝐺𝑀(0)/𝜇 = 1, и асимптотический, 𝐺𝐸,𝑀 ∝ 𝜏−2 при 𝜏 → ∞, преде

лы. Отметим, что такое асимптотическое поведение нуклонных формфакторов

предсказывается в рамках пертурбативной квантовой хромодинамики [45].

Кривые, соответствующие параметризации Келли (1.53)–(1.54), показаны

на Рисунках 1.2 и 1.3 серыми пунктирными линиями. Видно, что они хорошо

описывают поляризационные данные и результаты розенблютовских измере

ний магнитного формфактора, но предсказывают падение величины 𝐺𝐸/𝐺𝐷 с

ростом 𝑄2. К аналогичному выводу о поведении 𝐺𝐸 приходят и многие другие

авторы.
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Глава 2

Радиационные поправки в экспериментах

с регистрацией рассеянного электрона

2.1. Введение

Измеряемое в эксперименте дифференциальное сечение упругого элек

трон-протонного рассеяния неизбежно содержит дополнительные вклады про

цессов порядка 𝛼3 и выше, поэтому оно отличается от величины d𝜎0/dΩ3 ∼ 𝛼2,

предсказываемой формулой Розенблюта (1.32). Эти вклады, называемые ради

ационными поправками, необходимо учитывать при обработке эксперименталь

ных данных. Если ограничиться только двумя низшими порядками по 𝛼, то

можно записать следующее условное выражение для наблюдаемого сечения 𝜎

процесса 𝑒−𝑝→ 𝑒−𝑝:

𝜎 ∝ |ℳ1𝛾|2 + 2Re
[︀
ℳ†

1𝛾(ℳvac +ℳℓ
vert +ℳ𝑝

vert)
]︀
+

+ 2Re
[︀
ℳ†

1𝛾(ℳbox +ℳxbox)
]︀
+ |ℳli

brems +ℳlf
brems|2 + |ℳpi

brems +ℳpf
brems|2 +

+ 2Re
[︀
(ℳli

brems +ℳlf
brems)

†(ℳpi
brems +ℳpf

brems)
]︀
+𝒪(𝛼4), (2.1)

где ℳ1𝛾 — это амплитуда однофотонного обмена; ℳvac — амплитуда процесса

поляризации вакуума; ℳℓ
vert и ℳ𝑝

vert — амплитуды процессов, дающих элек

тронную и протонную вершинные поправки; ℳbox и ℳxbox — амплитуды про

цессов двухфотонного обмена; ℳli
brems, ℳlf

brems, ℳpi
brems и ℳpf

brems — амплитуды

процессов тормозного излучения первого порядка в случаях, когда фотон из

лучается, соответственно, электроном в начальном состоянии, электроном в

конечном состоянии, протоном в начальном состоянии и протоном в конечном

состоянии. Фейнмановские диаграммы всех перечисленных процессов изобра

жены на Рисунке 2.1. Отметим, что интерференционные члены, связанные с

двухфотонным обменом (см. первое слагаемое во второй строке обсуждаемо
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Рис. 2.1. Фейнмановские диаграммы, описывающие упругое электрон-протонное рассеяние
в двух низших порядках по 𝛼. Диаграмма (a) соответствует приближению однофотонного
обмена. Диаграммы (b–e) изображают процесс тормозного излучения первого порядка в
случаях, когда фотон излучается налетающим электроном (b), рассеянным электроном (c),
протоном до рассеяния (d) и протоном после рассеяния (e). Диаграммы (f–j) соответствуют
радиационным поправкам, связанным с излучением и поглощением дополнительных вирту
альных фотонов: поправка на поляризацию вакуума (f), электронная (g) и протонная (h)
вершинные поправки и, наконец, поправки на двухфотонный обмен (i, j).

го выражения) и тормозным излучением (см. третью строку), являются заря

дово-нечетными, т. е. меняют знак в зависимости от знака заряда рассеиваемой

частицы. Это обстоятельство лежит в основе описываемого в Главе 5 экспери

мента по рассеянию электронов и позитронов на протонах. Остальные члены

в (2.1) являются зарядово-четными.

Полезно понимать, что все обсуждаемые амплитуды, за исключением

ℳ1𝛾 и ℳvac, являются инфракрасно-расходящимися, т. е. неограниченно рас

тут в пределе бесконечно мягких («инфракрасных») фотонов. Все эти рас

ходимости взаимно сокращаются, поэтому сечение (2.1) принимает конечные

значения. Выражаясь точнее, происходят следующие сокращения инфракрас

ных расходимостей: между членами 2Re
(︀
ℳ†

1𝛾ℳℓ
vert
)︀

и
⃒⃒
ℳli

brems + ℳlf
brems

⃒⃒2,
между 2Re

(︀
ℳ†

1𝛾ℳ𝑝
vert
)︀

и
⃒⃒
ℳpi

brems + ℳpf
brems

⃒⃒2 и, наконец, между упомянуты

ми выше зарядово-нечетными интерференционными членами, связанными с

двухфотонным обменом и тормозным излучением (см. раздел 4.4).
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Процессы, соответствующие диаграммам (b)–(j) на Рисунке 2.1, приня

то относить к внутренним радиационным поправкам. Они связаны с обменом

дополнительными виртуальными фотонами и излучением реальных фотонов,

происходящими в изучаемом акте упругого рассеяния. Выделяют также внеш

ние радиационные поправки, возникающие из-за тормозного излучения и иони

зации вещества при прохождении налетающих и рассеянных электронов через

материалы мишени.

Величина радиационных поправок зависит как от кинематических пара

метров изучаемого процесса, так и от конкретных экспериментальных усло

вий (аксептанса детектора, его координатного и энергетического разрешений)

и используемой процедуры отбора событий. В связи с этим для учета ради

ационных поправок в экспериментах с регистрацией продуктов реакции на

совпадении (т. е. в эксклюзивных измерениях) обычно требуется проводить

реалистичное компьютерное моделирование детектора с использованием соот

ветствующего генератора событий. Этот случай рассмотрен в Главе 4.

Ситуация существенно упрощается в случае одноплечевого (инклюзив

ного) эксперимента, когда регистрируются только электроны, рассеянные на

фиксированный угол 𝜃3. Такие измерения обычно проводят с использованием

магнитных спектрометров, имеющих высокие угловое и импульсное разреше

ния. Тогда процедура отбора упругих событий сводится к ограничению снизу

энергии 𝐸3 зарегистрированных электронов и может быть описана с использо

ванием единственного параметра Δ𝐸 следующим образом:

𝐸el
3 − 𝐸3 6 Δ𝐸, (2.2)

где 𝐸el
3 = 𝐸1/𝜂 — это энергия упругого пика. Фактическая энергия электро

на 𝐸3 меньше, чем 𝐸el
3 из-за неупругих процессов (как внутренних, так и внеш

них), сопровождающих упругое рассеяние. В этой и следующей главах мы

рассматриваем только случай одноплечевого эксперимента.

С учетом радиационных поправок, измеряемое дифференциальное сече
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ние и сечение Розенблюта (1.32) связаны между собой как

d𝜎meas

dΩ3
= 𝐶rad

d𝜎0
dΩ3

, (2.3)

где поправочный множитель 𝐶rad в низшем порядке по 𝛼 равен

𝐶rad = 1 + 𝛿(Δ𝐸). (2.4)

Первое вычисление величины 𝛿 было проведено ещё в 1949 г. Швингером [46],

который получил следующую поправку для случая рассеяния электрона на

кулоновском потенциале:

𝛿Schw(Δ𝐸) ≈ −2𝛼

𝜋

[︂(︂
ln

𝐸1

Δ𝐸
− 13

12

)︂(︂
ln
𝑄2

𝑚2
− 1

)︂
+

17

36

]︂
, (2.5)

где 𝑚 — масса электрона.

В дальнейшем радиационные поправки для случая электрон-протонного

рассеяния вычислялись во многих работах, например [13, 16, 47–57]. Наиболее

часто при анализе экспериментальных данных используются формулы Мо и

Тсая [49], опубликованные в 1969 г. Сравнительно недавно Максимон и Тьён

предложили новый подход [50], в котором они улучшили расчет Мо и Тсая.

Мы будем называть вычисления [49] и [50] стандартными радиационными по

правками. Отметим, что в них включены только внутренние процессы, а учет

внешних радиационных поправок требуется проводить отдельно.

Нетрудно заметить, что 𝛿Schw(Δ𝐸) → −∞ в пределе Δ𝐸 → 0. В то же

время из физических соображений очевидно, что наблюдаемое сечение (2.3)

должно уменьшаться до нуля по мере того, как мы накладываем более жесткие

ограничения при отборе упругих событий, т. е. с уменьшением Δ𝐸. Это про

тиворечие возникает из-за того, что поправочный множитель (2.4) учитывает

только процессы порядка 𝛼3, когда тормозное излучение сводится к испуска

нию единичного фотона. Как показали Йенни, Фраучи и Суура [58], излучение

произвольного числа мягких фотонов может быть учтено путем экспоненциро

вания величины 𝛿(Δ𝐸):

𝐶rad = exp [𝛿(Δ𝐸)], (2.6)
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при этом получается правильная асимптотика 𝐶rad → 0 при Δ𝐸 → 0. Разни

ца между поправочными множителями (2.4) и (2.6) возрастает с уменьшени

ем Δ𝐸 и оказывается существенной при достижении высокого разрешения по

энергии рассеянного электрона.

Мы будем придерживаться следующего определения для 𝐶rad, аналогич

ного тому, что использовалось в работах [11, 12]:

𝐶rad = exp (𝛿MTj + 𝛿vac + 𝛿int.br. + 𝛿ext.br.)𝐶𝐿, (2.7)

где 𝛿MTj представляет стандартные радиационные поправки по Максимону и

Тьёну [50]; 𝛿vac — это часть поправки на поляризацию вакуума, неучтенная в

стандартных радиационных поправках; 𝛿int.br. — это дополнительная поправка,

помогающая улучшить описание жесткого внутреннего тормозного излучения;

𝛿ext.br. — это член, учитывающий внешнее тормозное излучение; и 𝐶𝐿 — это по

правочный множитель, обусловленный ионизационными потерями электронов

при их прохождении через материалы мишени. Часто утверждается, что по

правка на поляризацию вакуума не должна экспоненцироваться, поскольку

она не является инфракрасно расходящейся [49, 51]. Однако это не приводит к

существенному изменению численного значения 𝐶rad, т. к. поправка 𝛿vac обычно

мала по сравнению с другими экспоненцируемыми членами.

Члены 𝛿MTj, 𝛿vac и 𝛿int.br. относятся к внутренним радиационным поправ

кам, тогда как 𝛿ext.br. и 𝐶𝐿 — к внешним. В последующих разделах мы рассмот

рим каждый из этих членов отдельно.
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2.2. Стандартные радиационные поправки

Максимон и Тьён [50] приводят следующую формулу для учета внутрен

них радиационных поправок:

𝛿MTj =
𝛼

𝜋

[︂
13

6
ln
𝑄2

𝑚2
− 28

9
−
(︁
ln
𝑄2

𝑚2
− 1
)︁
ln

4𝐸1𝐸
el
3

(2𝜂Δ𝐸)2
−

− 1

2
ln2 𝜂 + Φ

(︁
cos2

𝜃3
2

)︁
− 𝜋2

6

]︂
+

+
2𝛼𝑍

𝜋

[︂
− ln 𝜂 ln

𝑄2𝑥

(2𝜂Δ𝐸)2
+ Φ

(︁
1− 𝜂

𝑥

)︁
− Φ

(︁
1− 1

𝜂𝑥

)︁]︂
+

+
𝛼𝑍2

𝜋

{︂
𝐸4

|p4|

[︂
−1

2
ln2 𝑥− ln𝑥 ln

𝑄2 + 4𝑀 2

𝑀 2
+ ln𝑥− Φ

(︁
1− 1

𝑥2

)︁
+

+ 2Φ
(︁
−1

𝑥

)︁
+
𝜋2

6

]︂
−
(︁ 𝐸4

|p4|
ln𝑥− 1

)︁
ln

𝑀 2

(2𝜂Δ𝐸)2
+ 1

}︂
, (2.8)

где 𝐸4 = 𝑀 + 𝐸1 − 𝐸el
3 и |p4| =

√︀
𝐸2

4 −𝑀 2 — энергия и модуль импульса

протона отдачи и 𝑥 = (𝐸4+ |p4|)/𝑀 . Греческой буквой Φ обозначена функция

Спенса (дилогарифм), определяемая как

Φ (𝑦) = −
𝑦∫
0

ln |1− 𝑢|
𝑢

d𝑢. (2.9)

Заметим, что в математике принято другое определение дилогарифма (явля

ющегося частным случаем полилогарифма):

Li2 (𝑦) = −
𝑦∫
0

ln (1− 𝑢)

𝑢
d𝑢. (2.10)

В интересующем нас случае вещественного аргумента функция Φ(𝑦) связана

с Li2 (𝑦) следующим образом:

Φ(𝑦) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
Li2 (𝑦), 𝑦 6 1;

𝜋2

3 − 1
2 ln

2 (𝑦)− Li2 (
1
𝑦), 𝑦 > 1.

(2.11)

Можно выделить три основных различия между радиационными поправ

ками Максимона–Тьёна [50] и Мо–Тсая [49] (более детально это обсуждается
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в работе [59]). Во-первых, в расчете Максимона и Тьёна для уточнения про

тонной вершинной поправки вводится дополнительный член 𝛿(1)el (см. выраже

ние (3.37) в [50]). Мы опустили этот член в формуле (2.8), поскольку он мал и,

кроме того, является модельно-зависимым, т. к. выражается через формфак

торы протона.

Во-вторых, в работах Мо–Тсая и Максимона–Тьёна мягкофотонная часть

вклада диаграмм двухфотонного обмена параметризуется двумя различными

способами. Хотя трудно отдать явное предпочтение одному из этих подходов,

выражение (2.8), полученное Максимоном и Тьёном, является более простым

и компактным. Для того, чтобы перейти к описанию мягкого двухфотонного

обмена по Мо и Тсаю, нужно вычесть из (2.8) следующую поправку [13, 16]:

𝛿′2𝛾 = −𝛼𝑍
𝜋

[︂
ln 𝜂 ln

𝑄4

4𝑀 2𝐸1𝐸el
3

+ 2Φ

(︂
1− 𝑀

2𝐸1

)︂
− 2Φ

(︂
1− 𝑀

2𝐸el
3

)︂]︂
. (2.12)

Зависимость 𝛿′2𝛾 от кинематической переменной 𝜀 показана на Рисунке 2.2 для

трех фиксированных значений 𝑄2. Видно, что эта поправка может достигать

величины 1–2%, являясь при этом нелинейной по 𝜀, что оказывает заметное

влияние на результаты измерения электрического формфактора протона ме

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Рис. 2.2. Зависимость 𝛿′2𝛾 (2.12) от 𝜀 при трех фиксированных значениях передачи импульса:
𝑄2 = 1 ГэВ2 (черная точечная линия), 5 ГэВ2 (синяя штриховая линия) и 10 ГэВ2 (красная
сплошная линия). Все кривые соответствуют случаю 𝑍 = 1 (электрон-протонное рассеяние).
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тодом Розенблюта.

Наконец, обе группы авторов используют одни и те же приближения при

расчете мягкого тормозного излучения, но получают разные результаты. При

чина этого была установлена Герасимовым и Фадиным в работе [59] и заключа

ется в том, что в расчете Мо и Тсая [49] выполнена некорректная подстановка.

В формуле (2.8), взятой из работы [50], мягкое тормозное излучение учтено

правильно, и это ещё один довод в пользу её использования.

2.3. Поляризация вакуума

Вклад виртуальных 𝑒+𝑒−, 𝜇+𝜇− и 𝜏+𝜏− пар в поправку, связанную с по

ляризацией вакуума, дается следующей общей формулой [24]:

𝛿𝑒,𝜇,𝜏vac =
2𝛼

3𝜋

⎧
⎨
⎩−5

3
+

4𝑚2
ℓ

𝑄2
+

(︂
1− 2𝑚2

ℓ

𝑄2

)︂√︃
1 +

4𝑚2
ℓ

𝑄2
×

× ln

⎡
⎢⎣ 𝑄2

4𝑚2
ℓ

⎛
⎝1 +

√︃
1 +

4𝑚2
ℓ

𝑄2

⎞
⎠
2
⎤
⎥⎦

⎫
⎪⎬
⎪⎭
, (2.13)

где 𝑚ℓ — это масса соответствующего лептона (электрона, мюона или тау-леп

тона). Во всех практических случаях можно считать, что 𝑄2 ≫ 𝑚2
𝑒, тогда для

вклада электрон-позитронных пар выражение (2.13) сводится к

𝛿𝑒vac =
2𝛼

3𝜋

(︂
−5

3
+ ln

𝑄2

𝑚2
𝑒

)︂
. (2.14)

Член (2.14) учитывается в стандартных радиационных поправках и, в частно

сти, он уже включен в формулу (2.8). Вклад же виртуальных 𝜇+𝜇− и 𝜏+𝜏−

пар требуется учитывать отдельно (см. Рисунок 2.3).

Помимо лептонного, рассмотрим также адронный вклад в поляризацию

вакуума, включающий в себя эффекты сильного взаимодействия. Этот вклад

пока ещё не может быть вычислен в рамках квантовой хромодинамики, но

надежно извлекается из экспериментальных данных по аннигиляции 𝑒+𝑒− в
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Рис. 2.3. Различные вклады в поляризацию вакуума в зависимости от 𝑄2: вклад 𝛿𝑒vac от 𝑒+𝑒−

пар (черная точечная кривая); полный лептонный вклад 𝛿𝑒vac+ 𝛿
𝜇
vac+ 𝛿

𝜏
vac (синяя пунктирная

кривая); и полная поправка 𝛿𝑒vac + 𝛿𝜇vac + 𝛿𝜏vac + 𝛿𝑞vac, включающая в себя как лептонный, так
и адронный вклады (красная сплошная кривая).

адроны. Существует несколько аккуратных параметризаций для адронного

вклада, полученных в результате анализа большого массива данных (см., на

пример, [60, 61]). Удобнее всего использовать следующую простую параметри

зацию, справедливую при 1 < 𝑄2 < 64 ГэВ2 [11]:

𝛿𝑞vac = 0.002
[︀
1.513 + 2.822 ln

(︀
1 + 1.218𝑄2

)︀]︀
, (2.15)

где квадрат переданного импульса должен быть выражен в ГэВ2.

На Рисунке 2.3 сравниваются электрон-позитронный (𝛿𝑒vac), лептонный

(𝛿𝑒vac + 𝛿𝜇vac + 𝛿𝜏vac) и полный (𝛿𝑒vac + 𝛿𝜇vac + 𝛿𝜏vac + 𝛿𝑞vac) вклады в поляризацию

вакуума. Отметим, что дополнительная поправка на поляризацию вакуума,

не учтенная в формуле (2.8), записывается как

𝛿vac = 𝛿𝜇vac + 𝛿𝜏vac + 𝛿𝑞vac. (2.16)
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2.4. Более аккуратное описание внутреннего тормозного

излучения

Рассмотрим более детально, как внутреннее тормозное излучение учиты

вается в стандартных радиационных поправках и как можно улучшить точ

ность его описания. Дифференцируя по Δ𝐸 выражение (2.8) для 𝛿MTj, полу

чаем:

𝜕𝛿MTj

𝜕(Δ𝐸)
=

2𝛼

𝜋

1

Δ𝐸

[︂
ln
𝑄2

𝑚2
− 1 + 2𝑍 ln 𝜂 + 𝑍2

(︂
𝐸4

|p4|
ln𝑥− 1

)︂]︂
. (2.17)

Затем, принимая во внимание формулу (2.2), мы можем записать для внутрен

него тормозного излучения следующее дифференциальное сечение:

d2𝜎int.br.

dΩ3 d𝐸3
=

2𝛼

𝜋

1

𝐸el
3 − 𝐸3

[︂
ln
𝑄2

𝑚2
− 1 + 2𝑍 ln 𝜂 + 𝑍2

(︂
𝐸4

|p4|
ln𝑥− 1

)︂]︂
d𝜎0
dΩ3

.

(2.18)

Члены, пропорциональные 𝑍0, 𝑍2 и 𝑍1, соответствуют излучению электроном,

протоном и интерференции между ними. Дифференциальное сечение (2.18)

описывает так называемый «радиационный хвост», наглядно проявляющийся в

спектре энергий рассеянного электрона (см. Рисунок 2.4) и возникающий из-за

потерь энергии на внутреннее тормозное излучение. Заметим, что аналогичное

выражение (с точностью до обозначений) получается также из формулы (II.6)

Мо и Тсая [49].

Как стандартная радиационная поправка (2.8), так и следующее из неё

дифференциальное сечение (2.18) справедливы только в мягкофотонном при

ближении. При этом подразумевается, что излучение тормозного фотона не

влияет на упругое сечение d𝜎0/dΩ3. Однако если налетающий электрон излу

чает настолько жесткий фотон, что теряет заметную часть своей энергии, то

вероятность последующего рассеяния на протоне возрастает [13, 49]. Это мо

жет привести к существенному возрастанию сечения с увеличением энергии

тормозного фотона или, другими словами, к росту радиационного хвоста в

области малых энергий рассеянного электрона, как показано на Рисунке 2.4.
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Рис. 2.4. Три различные модели для радиационного хвоста при 𝐸1 = 1 ГэВ, 𝜃3 = 70∘ и
в предположении, что формфакторы подчиняются дипольной формуле. Энергия упругого
пика составляет 𝐸el

3 = 0.588 ГэВ. Голубой пунктирной линией показано дифференциальное
сечение (2.18), полученное в мягкофотонном приближении. Более точное описание радиа
ционного хвоста дается красной сплошной кривой, соответствующей сумме дифференци
ального сечения (2.19) с членами из (2.18), пропорциональными 𝑍 и 𝑍2. Точки получены в
результате моделирования с использованием генератора событий ESEPP [13] и заложенной
в нём аккуратной модели тормозного излучения первого порядка.

Чтобы учесть этот кинематический эффект, мы воспользуемся формулой

(C.11), предложенной Мо и Тсаем в [49], которая описывает тормозное излуче

ние электроном в пиковом приближении:

d2𝜎int.br.

dΩ3 d𝐸3
=
𝑀 + (𝐸1 − 𝜔1)(1− cos 𝜃3)

𝑀 − 𝐸3(1− cos 𝜃3)

𝑡1
𝜔1

d𝜎0
dΩ3

(𝐸1 − 𝜔1) +
𝑡3
𝜔3

d𝜎0
dΩ3

(𝐸1), (2.19)

где

𝑡1,3 =
𝛼

𝜋

[︃
1 + 𝑥21,3

2
ln

2𝐸1𝐸3(1− cos 𝜃3)

𝑚2
− 𝑥1,3

]︃
, (2.20)

𝑥1 =
𝐸1 − 𝜔1

𝐸1
, 𝑥3 =

𝐸3

𝐸3 + 𝜔3
, (2.21)

𝜔1 = 𝑅𝜔3, 𝜔3 = 𝐸el
3 − 𝐸3, (2.22)

𝑅 =
𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)

𝑀 − 𝐸3(1− cos 𝜃3)
. (2.23)

При использовании пикового приближения предполагается, что тормозные фо

тоны излучаются только в направлении движения электрона (налетающего
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или рассеянного) [49]. В приведенных выше формулах 𝜔1 и 𝜔3 — это энергии

тормозного фотона, излученного вдоль налетающего и рассеянного электро

нов, а 𝑅 — это отношение 𝜔1 к 𝜔3. Первое и второе слагаемые в формуле (2.19)

также описывают излучение налетающим и рассеянным электронами, соответ

ственно. Заметим, что в мягкофотонном пределе, когда 𝜔1,3 ≪ 𝐸1,3, дифферен

циальное сечение (2.19) сводится к

d2𝜎int.br.

dΩ3 d𝐸3
=

2𝛼

𝜋

1

𝐸el
3 − 𝐸3

(︂
ln
𝑄2

𝑚2
− 1

)︂
d𝜎0
dΩ3

(𝐸1), (2.24)

что полностью совпадает с той частью выражения (2.18), которая соответству

ет излучению электроном.

Возникающая дополнительная поправка к (2.8) записывается как

𝛿int.br. =
2𝛼

𝜋

(︂
ln
𝑄2

𝑚2
− 1

)︂
ln
𝛿𝐸

Δ𝐸
+

[︂
d𝜎0
dΩ3

(𝐸1)

]︂−1
𝐸el

3 −𝛿𝐸∫
𝐸el

3 −Δ𝐸

d2𝜎int.br.

dΩ3 d𝐸3
d𝐸3, (2.25)

где подынтегральное выражение дается формулой (2.19), а интегрирование

проводится численно. Можно убедиться, что если подставить в (2.25) в каче

стве подынтегрального выражения дифференциальное сечение (2.24), описы

вающее тормозное излучение электроном в мягкофотонном приближении, то

поправка 𝛿int.br. ожидаемо обращается в ноль. Параметр 𝛿𝐸 > 0, разделяющий

в формуле (2.25) части, интегрируемые аналитически и численно, должен удо

влетворять условию 𝛿𝐸 ≪ Δ𝐸.

На Рисунке (2.4) сравниваются две аналитические и одна численная мо

дели для радиационного хвоста в случае кинематики с 𝐸1 = 1 ГэВ и 𝜃3 = 70∘.

Можно увидеть, что дифференциальное сечение (2.18) монотонно убывает с

уменьшением энергии 𝐸3. Более аккуратное аналитическое описание радиаци

онного хвоста может быть получено комбинированием выражения (2.19) для

излучения электроном в пиковом приближении с членами из (2.18), пропор

циональными 𝑍 и 𝑍2 (дающими вклады электрон-протонной интерференции

и излучения протоном). Эта модель соответствует поправке (2.25) и хорошо
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согласуется с данными численного моделирования, полученными с использо

ванием генератора событий ESEPP (см. раздел 4.6).

2.5. Внешнее тормозное излучение

Внешнее тормозное излучение возникает при прохождении налетающего

или рассеянного электронов через материалы мишени и, в отличие от рассмот

ренного в разделе 2.4 внутреннего тормозного излучения, непосредственно не

связано с изучаемым актом упругого рассеяния. Для описания этого процесса

мы будем использовать следующее дифференциальное сечение, аналогичное

тому, которое дается формулой (C.13) в работе [62]:

d2𝜎ext.br.

dΩd𝐸3
=

1

Γ(1 + 𝑏𝑖𝑡𝑖)

1

Γ(1 + 𝑏𝑓 𝑡𝑓)

(︁𝜔1

𝐸1

)︁𝑏𝑖𝑡𝑖(︁ 𝜔3

𝐸el
3

)︁𝑏𝑓 𝑡𝑓
×

×
[︂
𝑀 + (𝐸1 − 𝜔1)(1− cos 𝜃3)

𝑀 − 𝐸3(1− cos 𝜃3)

𝑏𝑖𝑡𝑖
𝜔1
𝜑
(︁𝜔1

𝐸1

)︁d𝜎0
dΩ3

(𝐸1 − 𝜔1) +
𝑏𝑓 𝑡𝑓
𝜔3

𝜑
(︁ 𝜔3

𝐸el
3

)︁d𝜎0
dΩ3

(𝐸1)

]︂
,

(2.26)

где функция

𝜑
(︁𝜔
𝐸

)︁
= 1− 𝜔

𝐸
+

3

4

(︁𝜔
𝐸

)︁2
(2.27)

описывает форму спектра тормозного излучения и удовлетворяет нормиров

ке 𝜑(0) = 1. Греческая буква Γ обозначает в (2.26) гамма-функцию. Безраз

мерная величина 𝑡𝑖,𝑓 — это толщина вещества, выраженная в единицах его

радиационной длины 𝑋0, а нижние индексы 𝑖 и 𝑓 относятся к материалам, че

рез которые проходят налетающий и рассеянный электроны, соответственно.

Безразмерный параметр 𝑏𝑖,𝑓 дается формулой [63]

𝑏 =
4

3
+

4

9
𝛼𝑟2𝑒𝑁𝐴

𝑍(𝑍 + 1)

𝐴
𝑋0, (2.28)

где 𝑟𝑒 — это классический радиус электрона, 𝑁𝐴 — постоянная Авогадро, 𝑍 —

атомный номер материала и 𝐴 — его атомная масса. Множитель 𝛼𝑟2𝑒𝑁𝐴 равен

примерно 3.49 · 10−4 см2/моль. Для водорода 𝑍 = 1, 𝐴 = 1.00794 г/моль и

𝑋0 = 63.04 г/см2 [64], тогда из формулы (2.28) получаем 𝑏 ≈ 1.353.
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Заметим, что дифференциальное сечение (2.26) схоже с тем, которое дает

ся формулой (A14) в работе [11]. Эта формула может быть получена из (2.26),

если подставить 𝜔1 = 𝑅Δ𝐸, 𝜔3 = Δ𝐸 и воспользоваться приближением

𝑀 + (𝐸1 − 𝜔1)(1− cos 𝜃3)

𝑀 − 𝐸3(1− cos 𝜃3)
≈ 𝑅 ≈ 𝜂2. (2.29)

Вблизи упругого пика дифференциальное сечение (2.26) может быть про

интегрировано аналитически:

𝐸el
3∫

𝐸el
3 −𝛿𝐸

d2𝜎ext.br.

dΩ3 d𝐸3
d𝐸3 =

1

Γ(1 + 𝑏𝑖𝑡𝑖)

1

Γ(1 + 𝑏𝑓 𝑡𝑓)

(︂
𝜂2𝛿𝐸

𝐸1

)︂𝑏𝑖𝑡𝑖 (︂𝛿𝐸
𝐸el

3

)︂𝑏𝑓 𝑡𝑓 d𝜎0
dΩ3

(𝐸1).

(2.30)

Это позволяет нам записать следующее окончательное выражение для радиа

ционной поправки, связанной с внешним тормозным излучением:

exp (𝛿ext.br.) =
1

Γ(1 + 𝑏𝑖𝑡𝑖)

1

Γ(1 + 𝑏𝑓 𝑡𝑓)

(︂
𝜂2𝛿𝐸

𝐸1

)︂𝑏𝑖𝑡𝑖 (︂𝛿𝐸
𝐸el

3

)︂𝑏𝑓 𝑡𝑓
+

+

[︂
d𝜎0
dΩ3

(𝐸1)

]︂−1
𝐸el

3 −𝛿𝐸∫
𝐸el

3 −Δ𝐸

d2𝜎ext.br.

dΩ3 d𝐸3
d𝐸3. (2.31)

Заметим, что к поправке (2.31) уже применена процедура экспоненцирования.

2.6. Ионизационные потери

Ещё один процесс, приводящий к потере энергии электронами при их про

хождении через материалы мишени, — это ионизация и возбуждение атомов.

Для ультрарелятивистских электронов наиболее вероятная потеря энергии на

ионизацию дается формулой [64]

Δ𝐸0 = 𝜉

(︂
ln
𝛼2𝑋0𝑡

𝑟𝑒𝜌
+ 0.2

)︂
, (2.32)

где

𝜉 = 2𝜋𝑚𝑟2𝑒𝑁𝐴
𝑍

𝐴
𝑋0𝑡, (2.33)
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𝑋0𝑡 — это толщина материала в г/см2, а 𝜌 — его плотность в г/см3. Множитель

2𝜋𝑚𝑟2𝑒𝑁𝐴 в (2.33) численно равен 1.535·10−4 ГэВ·см2/моль. Для ультрареляти

вистских электронов, проходящих через жидководородную мишень толщиной

𝑡 = 1% (при 𝑋0 = 63.04 г/см2 и 𝜌 = 0.071 г/см3 это соответствует 8.9 см),

формула (2.32) дает наиболее вероятную потерю энергии Δ𝐸0 = 2.1 МэВ.

Фактическая потеря энергии на ионизацию является случайной величи

ной, описываемой распределением Ландау [65]

𝐿(𝜆) =
1

𝜋

∞∫
0

exp (−𝑢 ln𝑢− 𝜆𝑢) sin (𝜋𝑢) d𝑢, (2.34)

где

𝜆 =
Δ𝐸𝜆 −Δ𝐸0

𝜉
(2.35)

есть безразмерный параметр, характеризующий отклонение фактической поте

ри энергии Δ𝐸𝜆 от наиболее вероятного значения (2.32). Распределение 𝐿(𝜆),

имеющее характерный асимметричный вид, показано на Рисунке 2.5. Отметим,

что при 𝜆≫ 1 функция (2.34) ведет себя как 𝐿(𝜆) ∝ 𝜆−2.

Обычно поправка, связанная с флуктуациями ионизационных потерь, ма
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Рис. 2.5. Функция распределения Ландау (2.34) для флуктуаций ионизационных потерь.
Безразмерный параметр 𝜆 вводится в соответствии с формулой (2.35).
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ла и поэтому может быть приближенно записана как [11]

𝐶𝐿 = 1− 1

𝜉𝑖

∞∫
𝜂2Δ𝐸

𝐿
(︁𝜔
𝜉𝑖

)︁
d𝜔 − 1

𝜉𝑓

∞∫
Δ𝐸

𝐿
(︁ 𝜔
𝜉𝑓

)︁
d𝜔, (2.36)

где индексы 𝑖 и 𝑓 имеют тот же смысл, что и в разделе 2.5. Отметим, что

соответствующая формула (A19) из работы [11] содержит очевидные опечатки,

которые были исправлены в (2.36). Величина 𝐶𝐿 < 1 выражает вероятность

того, что условие (2.2) выполняется даже при наличии ионизационных потерь.

Для более эффективного вычисления определенных интегралов в (2.36) удобно

использовать следующее тождество [65]:

∞∫
𝑦

𝐿(𝜆) d𝜆 =

∞∫
0

exp (−𝑢 ln𝑢− 𝑦𝑢)
sin (𝜋𝑢)

𝜋𝑢
d𝑢. (2.37)
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Глава 3

Переобработка данных SLAC по упругому

электрон-протонному рассеянию

Известно, что метод Розенблюта очень чувствителен к радиационным

поправкам, из-за которых разница между наблюдаемым дифференциальным

сечением и тем, что входит в формулу Розенблюта (1.32), может достигать

30–40%. С другой стороны, соответствующие поправки малы для поляриза

ционных измерений отношения 𝐺𝐸/𝐺𝑀 [53, 66]. Отсюда следует естественное

предположение, что описанное в разделе 1.4 противоречие в данных по форм

факторам протона объясняется недостаточно аккуратным учетом радиацион

ных поправок в методе Розенблюта. Ситуация осложняется тем обстоятель

ством, что относительный вклад электрического формфактора в дифференци

альное сечение (1.32) падает с ростом 𝑄2, затрудняя измерение 𝐺𝐸 при боль

ших передачах импульса.

Наиболее уязвимой частью радиационных поправок в методе Розенблюта

считают двухфотонный обмен, которому соответствуют диаграммы (i) и (j)

на Рисунке 2.1. Как уже упоминалось в Главе 2, обычно учитываются толь

ко инфракрасно-расходящиеся вклады амплитуд ℳbox и ℳxbox, а жестким

двухфотонным обменом пренебрегают. Альтернативная точка зрения состоит

в том, что проблема связана с некорректным учетом тормозного излучения,

а не двухфотонного обмена. Например, в работах [54, 67] утверждается, что

результаты измерения формфакторов протона методом Розенблюта можно со

гласовать с поляризационными данными, если для учета излучения реальных

фотонов использовать метод структурных функций [68, 69]. Поскольку мнения

разделились, важно тщательно проверить правильность учета радиационных

поправок, которые применялись в экспериментах, использующих метод Розен

блюта.
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К сожалению, для большей части измерений нет достаточной информа

ции, позволяющей провести независимое вычисление радиационных поправок.

Редким исключением являются эксперименты E140 [11, 70] и NE11 [12, 71],

выполненные в Стэнфордском центре линейного ускорителя (SLAC) и покры

вающие вместе диапазон по 𝑄2 от 1 до 8.83 ГэВ2. Обе группы использовали

одну и ту же процедуру учета радиационных поправок, основанную на подходе

Мо и Тсая [49], но включающую в себя дополнительные уточнения, описанные

в работе [11]. Позже эта же самая процедура применялась в эксперименте [39],

выполненном в Национальной лаборатории Джефферсона. Однако как в ори

гинальной работе Мо и Тсая [49], так и в уточненных формулах [11] выявлены

опечатки и неточности, влияние которых на результаты измерений никогда

не изучалось. Чтобы заполнить этот пробел, в данной главе мы заново вы

числяем радиационные поправки для экспериментов [11, 12] и проводим новое

извлечение электрического и магнитного формфакторов протона.

Уолкер с сотрудниками [11] измеряли дифференциальные сечения упруго

го 𝑒−𝑝 -рассеяния, варьируя энергию пучка и угол рассеяния. Измерения были

проведены в 22 точках при передачах импульса, равных 𝑄2 = 1, 2.003, 2.497

и 3.007 ГэВ2. Как выяснилось позже [72], данные эксперимента [11], получен

ные для малых углов рассеяния, не являются надежными, поскольку авторы не

учли одну из существенных экспериментальных поправок. По этой причине мы

исключаем из анализа 6 измерений, проведенных при 𝜃3 < 15∘. Совокупность

оставшихся 𝑁1 = 16 точек мы обозначим как Набор 1 («Set 1» в Таблице 3.1).

Андивахис и коллеги [12] выполнили измерения при значениях 𝑄2, рав

ных 1.75, 2.5, 3.25, 4, 5, 6, 7 и 8.83 ГэВ2. При этом одновременно использовались

два различных магнитных спектрометра. Один из них, имеющий больший раз

мер, регистрировал электроны с импульсами до 8 ГэВ. Поворачивая его вокруг

мишени, авторы [12] могли выбирать угол рассеяния. Измеренные с помощью

этого спектрометра 𝑁2 = 24 дифференциальных сечения мы отнесем к Набо

ру 2. Меньший спектрометр регистрировал электроны с импульсами до 1.6 ГэВ
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Таблица 3.1. Радиационные поправки и дифференциальные сечения, полученные в резуль
тате переобработки данных измерений [11, 12].

Set
𝑄2

𝜀 𝛿MTj 𝛿vac 𝛿int.br. 𝛿ext.br. 𝐶𝐿 𝐶new
rad 𝐶old

rad/𝐶
new
rad

d𝜎0/dΩ3 Δstat Δsyst Δnorm

(ГэВ2) (нбн/ср) (%) (%) (%)
1 1.000 0.692 −0.1657 0.0121 0.0050 −0.1098 0.9934 0.7672 1.0045 5.291·10+0 0.80 0.50 1.90
1 1.000 0.869 −0.1690 0.0122 0.0042 −0.1268 0.9951 0.7525 1.0032 1.786·10+1 0.91 0.50 1.90
1 1.000 0.930 −0.1702 0.0122 0.0039 −0.1410 0.9960 0.7414 1.0023 3.960·10+1 0.86 0.50 1.90
1 2.003 0.635 −0.1802 0.0157 0.0077 −0.1064 0.9950 0.7648 1.0057 4.461·10−1 0.92 0.50 1.90
1 2.003 0.735 −0.1782 0.0157 0.0073 −0.1125 0.9958 0.7618 1.0038 7.827·10−1 0.75 0.50 1.90
1 2.003 0.808 −0.1791 0.0158 0.0067 −0.1204 0.9962 0.7552 1.0035 1.292·10+0 0.61 0.50 1.90
1 2.003 0.878 −0.1781 0.0158 0.0064 −0.1286 0.9969 0.7500 1.0025 2.427·10+0 0.96 0.50 1.90
1 2.003 0.938 −0.1966 0.0158 0.0046 −0.1472 0.9970 0.7216 1.0014 5.754·10+0 2.38 0.50 1.90
1 2.497 0.619 −0.1833 0.0170 0.0089 −0.1043 0.9956 0.7663 1.0054 1.904·10−1 0.91 0.50 1.90
1 2.497 0.723 −0.1760 0.0170 0.0090 −0.1075 0.9965 0.7703 1.0043 3.383·10−1 0.85 0.50 1.90
1 2.497 0.800 −0.1813 0.0170 0.0078 −0.1146 0.9968 0.7601 1.0033 5.648·10−1 0.63 0.50 1.90
1 2.497 0.846 −0.1818 0.0171 0.0074 −0.1247 0.9970 0.7520 1.0026 8.315·10−1 0.93 0.50 1.90
1 3.007 0.623 −0.1852 0.0181 0.0100 −0.1043 0.9961 0.7670 1.0056 9.719·10−2 0.97 0.50 1.90
1 3.007 0.761 −0.1829 0.0182 0.0090 −0.1133 0.9970 0.7618 1.0041 2.203·10−1 0.85 0.50 1.90
1 3.007 0.910 −0.2149 0.0182 0.0049 −0.1569 0.9968 0.7034 1.0019 9.102·10−1 2.55 0.50 1.90
1 3.007 0.932 −0.2250 0.0183 0.0042 −0.1693 0.9967 0.6872 1.0015 1.317·10+0 1.05 0.50 1.90
2 1.750 0.250 −0.1870 0.0149 0.0087 −0.0653 0.9928 0.7899 1.0090 1.453·10−1 0.78 1.06 1.77
2 1.750 0.704 −0.1786 0.0149 0.0066 −0.0771 0.9965 0.7884 1.0036 1.033·10+0 0.46 1.06 1.77
2 1.750 0.950 −0.1814 0.0149 0.0049 −0.0941 0.9983 0.7732 1.0014 1.157·10+1 0.58 1.06 1.77
2 2.500 0.227 −0.1877 0.0170 0.0128 −0.0601 0.9941 0.7994 1.0113 3.427·10−2 1.07 1.06 1.77
2 2.500 0.479 −0.1864 0.0170 0.0097 −0.0674 0.9960 0.7937 1.0066 9.922·10−2 0.93 1.06 1.77
2 2.500 0.630 −0.1866 0.0170 0.0084 −0.0741 0.9967 0.7877 1.0047 1.999·10−1 0.91 1.06 1.77
2 2.500 0.750 −0.1808 0.0170 0.0081 −0.0780 0.9975 0.7896 1.0032 3.964·10−1 0.47 1.06 1.77
2 2.500 0.820 −0.1805 0.0170 0.0076 −0.0828 0.9978 0.7859 1.0028 6.634·10−1 0.61 1.06 1.77
2 2.500 0.913 −0.1875 0.0170 0.0062 −0.0933 0.9983 0.7715 1.0016 1.782·10+0 0.64 1.06 1.77
2 3.250 0.426 −0.1925 0.0186 0.0119 −0.0654 0.9962 0.7936 1.0077 2.870·10−2 1.23 1.06 1.77
2 3.250 0.609 −0.1870 0.0186 0.0105 −0.0710 0.9973 0.7932 1.0049 6.817·10−2 0.88 1.06 1.77
2 3.250 0.719 −0.1854 0.0186 0.0095 −0.0767 0.9977 0.7896 1.0042 1.261·10−1 0.86 1.06 1.77
2 3.250 0.865 −0.1926 0.0186 0.0074 −0.0900 0.9982 0.7723 1.0021 3.906·10−1 0.48 1.06 1.77
2 4.000 0.437 −0.1923 0.0199 0.0140 −0.0636 0.9968 0.7984 1.0084 1.308·10−2 1.43 1.06 1.77
2 4.000 0.593 −0.1901 0.0199 0.0120 −0.0703 0.9975 0.7938 1.0058 2.786·10−2 1.25 1.06 1.77
2 4.000 0.694 −0.1888 0.0199 0.0109 −0.0754 0.9979 0.7902 1.0045 4.951·10−2 1.25 1.06 1.77
2 4.000 0.805 −0.1981 0.0199 0.0085 −0.0866 0.9981 0.7725 1.0030 1.026·10−1 0.89 1.06 1.77
2 4.000 0.946 −0.2431 0.0199 0.0038 −0.1111 0.9983 0.7174 1.0009 6.186·10−1 0.76 1.06 1.77
2 5.000 0.389 −0.1950 0.0214 0.0174 −0.0601 0.9970 0.8031 1.0094 4.245·10−3 2.06 1.06 1.77
2 5.000 0.538 −0.1942 0.0214 0.0140 −0.0676 0.9977 0.7956 1.0069 8.521·10−3 1.46 1.06 1.77
2 5.000 0.704 −0.2029 0.0214 0.0105 −0.0807 0.9980 0.7759 1.0043 2.137·10−2 1.05 1.06 1.77
2 5.000 0.919 −0.2472 0.0214 0.0044 −0.1124 0.9982 0.7149 1.0010 1.578·10−1 1.04 1.06 1.77
2 6.000 0.886 −0.2516 0.0226 0.0049 −0.1120 0.9981 0.7132 1.0010 4.754·10−2 1.24 1.06 1.77
2 7.000 0.847 −0.2568 0.0237 0.0053 −0.1113 0.9980 0.7110 1.0023 1.711·10−2 2.26 1.06 1.77
3 1.750 0.250 −0.1880 0.0149 0.0086 −0.0457 0.9958 0.8071 1.0083 1.527·10−1 0.21 1.12 1.77
3 2.500 0.227 −0.1885 0.0170 0.0127 −0.0407 0.9966 0.8163 1.0101 3.581·10−2 0.28 1.12 1.77
3 3.250 0.206 −0.1957 0.0186 0.0156 −0.0387 0.9968 0.8159 1.0115 1.108·10−2 0.67 1.12 1.77
3 4.000 0.190 −0.2018 0.0199 0.0184 −0.0368 0.9969 0.8159 1.0123 4.142·10−3 0.81 1.12 1.77
3 5.000 0.171 −0.1990 0.0214 0.0250 −0.0314 0.9973 0.8297 1.0141 1.358·10−3 0.93 1.12 1.77
3 6.000 0.156 −0.2029 0.0226 0.0297 −0.0286 0.9974 0.8338 1.0150 5.241·10−4 1.27 1.12 1.77
3 7.000 0.143 −0.2048 0.0237 0.0349 −0.0255 0.9977 0.8403 1.0165 2.285·10−4 2.26 1.12 1.77
3 8.830 0.125 −0.2208 0.0254 0.0351 −0.0259 0.9974 0.8280 1.0217 6.153·10−5 3.89 1.12 1.77
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при фиксированном угле рассеяния 𝜃3 = 90∘. Соответствующие 𝑁3 = 8 точек

мы обозначим как Набор 3.

Радиационные поправки, описанные в Главе 2, выражаются через пара

метр Δ𝐸, введенный в формуле (2.2). Однако в измерениях [11, 12] для отбора

упругих событий использовалось ограничение не на энергию рассеянного элек

трона, а на квадрат недостающей массы, 𝑊 2 6 𝑊 2
cut. Покажем, как связаны

между собой величины Δ𝐸 и 𝑊 2
cut.

Квадрат недостающей массы равен, по определению,

𝑊 2 = (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3)
2 =𝑀 2 + 2𝜂𝑀(𝐸el

3 − 𝐸3). (3.1)

В частности, 𝑊 2 =𝑀 2 в случае чисто упругого рассеяния, т. е. когда 𝐸3 = 𝐸el
3 .

Легко заметить, что условие (2.2) удовлетворяется, если

𝑊 2
cut =𝑀 2 + 2𝜂𝑀Δ𝐸. (3.2)

В интересующих нас экспериментах значения 𝑊 2
cut были в диапазоне от 0.96

до 1.16 ГэВ2. Верхний предел приблизительно соответствует порогу рождения

пионов, 𝑊 2 = (𝑀 +𝑚𝜋)
2, где 𝑚𝜋 — это масса 𝜋0-мезона. Зная величину 𝑊 2

cut,

можно вычислить соответствующее значение Δ𝐸, используя формулу (3.2).

В Таблице 3.1 приведены численные результаты перевычисления ради

ационных поправок к дифференциальным сечениям, измеренным в экспери

ментах [11, 12]. Приведенные там значения 𝑄2 и 𝜀 являются номинальными и

немного отличаются от фактических кинематических параметров измерений.

В обсуждаемых работах [11, 12] авторы сначала применяли радиационные по

правки к измеренному дифференциальному сечению, после чего корректиро

вали результат, чтобы привести его к номинальной кинематике. По этой при

чине при вычислении новых радиационных поправок мы задавали кинематику,

используя известные фактические значения энергии пучка 𝐸1 и угла рассея

ния 𝜃3. Все входные данные для расчетов, а также исходный код написанной

нами на языке Python программы доступны на веб-странице [73].



43

В девятой колонке Таблицы 3.1 перечислены новые коэффициенты 𝐶new
rad ,

вычисленные в соответствии с формулой (2.7). В следующей графе показаны

отношения 𝐶old
rad/𝐶

new
rad , принимающие значения от 1.0009 до 1.0217. Именно они

являются теми поправочными множителями, которые мы применили к диффе

ренциальным сечениям, представленным в работах [11, 12]. Значения 𝐶old
rad/𝐶

new
rad

растут с уменьшением 𝜀 и особенно велики для Набора 3, где 𝜃3 = 90∘. Новые

значения d𝜎0/dΩ3, полученные после повторного применения радиационных

поправок, также приведены в Таблице 3.1. Наконец, в её последних трех столб

цах перечислены статистические, систематические и нормировочные погреш

ности для дифференциальных сечений.

Нормировочные погрешности равны 1.9% для точек из Набора 1 и 1.77%

для остальных данных. Они связаны с абсолютной нормировкой дифферен

циальных сечений и являются полностью коррелированными для измерений,

относящихся к одному и тому же набору данных. Все приведенные нами по

грешности взяты непосредственно из анализируемых статей. Единственное от

личие состоит в том, что авторы [12] ввели дополнительную систематическую

погрешность в 0.7% для дифференциальных сечений из Набора 3, посколь

ку они нормировались относительно кинематически перекрывающихся с ними

точек из Набора 2. Найденный в работе [12] нормировочный множитель состав

ляет 0.958±0.007. В нашем анализе мы используем другой подход и нормируем

все три набора данных одновременно.

В оригинальных работах нормировочная погрешность, связанная с ра

диационными поправками, была оценена как 1%. Кроме того, в статье [12]

была дополнительно введена систематическая погрешность в 0.5% для учета

неточностей в определении радиационных поправок. Поскольку сделанные на

ми уточнения достигают в некоторых случаях 2.2%, они выходят за пределы

тех погрешностей для радиационных поправок, которые были приведены в

работах [11, 12].

Опишем теперь нашу процедуру выделения формфакторов протона, ко
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торая отличается от использованной в оригинальных работах. Прежде всего,

мы приписываем каждому набору данных нормировочный множитель, на ко

торый домножаются все дифференциальные сечения из этого набора. Затем

мы используем метод наименьших квадратов чтобы найти параметризацию,

описывающую измеренные дифференциальные сечения наилучшим образом.

Минимизируемая функция записывается как

𝜒2 =
3∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖∑︁

𝑗=1

[︀
𝑛𝑖𝜎𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑗𝐺

2
𝐸(𝜏𝑖𝑗)− 𝜏𝑖𝑗𝐺

2
𝑀(𝜏𝑖𝑗)

]︀2

(Δ𝜎𝑖𝑗)2
+

3∑︁

𝑖=1

(𝑛𝑖 − 1)2

(Δ𝑛𝑖)2
, (3.3)

где 𝑛𝑖 — это три неизвестных нормировочных множителя, Δ𝑛𝑖 — соответствую

щие нормировочные погрешности, 𝜎𝑖𝑗 — редуцированные дифференциальные

сечения, для которых ищется наилучшая подгонка, и Δ𝜎𝑖𝑗 — сложенные квад

ратично статистическая и систематическая погрешности для 𝜎𝑖𝑗. Здесь индекс

𝑖 = 1, 2, 3 нумерует три набора данных, а 𝑗 нумерует различные кинематики

внутри каждого набора.

В отличие от стандартного метода Розенблюта, данный подход не требу

ет наличия как минимум двух дифференциальных сечений, измеренных при

одном и том же значении 𝑄2. Однако достигается это ценой того, что необ

ходимо заранее выбрать определенную функциональную зависимость форм

факторов от 𝑄2. Сделаем это, исходя из соображений удобства минимизации

функции (3.3). Соответствующая процедура становится особенно простой и

элегантной, если мы выберем следующую параметризацию для 𝐺2
𝐸 и 𝐺2

𝑀 :

𝐺2
𝐸(𝜏) =

(︀
1− 𝑎1𝜏 − 𝑎2𝜏

2 − 𝑎3𝜏
3
)︀
𝐺2

𝐷(𝜏), (3.4)

𝐺2
𝑀(𝜏) =

(︀
1− 𝑏1𝜏 − 𝑏2𝜏

2 − 𝑏3𝜏
3
)︀
𝜇2𝐺2

𝐷(𝜏), (3.5)

где 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 — это шесть неизвестных параметров, а 𝐺𝐷 — дипольный форм

фактор (1.49). Хотя зависимости (3.4)–(3.5) не удовлетворяют асимптотике

𝐺𝐸,𝑀 ∝ 𝜏−2, которая предсказывается в рамках пертурбативной квантовой

хромодинамики [45], они обладают тем важным для нас достоинством, что яв

ляются линейными по 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖. Отсюда следует, что если мы вычислим и затем
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приравняем нулю частные производные 𝜕𝜒2/𝜕𝑛𝑖, 𝜕𝜒2/𝜕𝑎𝑖 и 𝜕𝜒2/𝜕𝑏𝑖, то полу

чим девять линейных уравнений для девяти свободных параметров.

Эти линейные уравнения могут быть записаны в матричной форме как

𝐴x = b, где 𝐴 — это вещественная симметричная матрица размера 9 × 9, а

x,b ∈ R9. Вектор x, содержащий параметры наилучшей подгонки, вычисляет

ся как x = 𝐴−1b. Заметим, что матрица 𝐴−1, обратная к 𝐴, является также

ковариационной матрицей, дающей важную информацию о погрешностях най

денных параметров и корреляциях между ними.

Вся описанная процедура анализа повторялась итерационно для того, что

бы учесть зависимость поправок (2.25) и (2.31), возникающих из-за внутрен

него и внешнего тормозного излучения, от использованной при вычислении

d𝜎0/dΩ3 параметризации формфакторов. Мы начали с дипольных формфакто

ров (𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 = 0) и затем последовательно получали всё более точные значения

𝑎𝑖 и 𝑏𝑖. Процедура сошлась после всего лишь нескольких итераций.

Полученные в результате подгонки параметры и их погрешности приве

дены в Таблице 3.2. Найденное при этом минимальное значение (3.3) равно

𝜒2 = 26.1 для 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑁3 − 9 = 39 степеней свободы. Элементы соответ

ствующей ковариационной матрицы 𝐴−1 даны в Таблице 3.3. В соответствии

с правилом распространения ошибок, доверительный интервал для произволь

ной функции 𝑓 , зависящей от подгоночных параметров 𝑥𝑖, вычисляется как

Δ𝑓(x) =

⎯⎸⎸⎷
9∑︁

𝑚=1

9∑︁

𝑛=1

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝐴−1)𝑚𝑛, (3.6)

где (𝐴−1)𝑚𝑛 — это элементы ковариационной матрицы. Во избежание путаницы

отметим, что компоненты вектора x обозначаются, в зависимости от контекста,

Таблица 3.2. Оптимальные подгоночные параметры и их погрешности.
𝑖 = 1 𝑖 = 2 𝑖 = 3

𝑛𝑖 1.012± 0.011 1.014± 0.011 0.975± 0.011

𝑎𝑖 0.197± 0.211 0.703± 0.426 −0.454± 0.209

𝑏𝑖 −0.444± 0.043 0.397± 0.045 −0.081± 0.013
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Таблица 3.3. Ковариационная матрица 𝐴−1, полученная в результате проведенного нами
анализа. Поскольку матрица симметричная, приведены только элементы, лежащие на глав
ной диагонали и ниже.

𝑛1 𝑛2 𝑛3 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑛1 +1.24·10−4

𝑛2 +1.10·10−4 +1.17·10−4

𝑛3 +8.53·10−5 +8.76·10−5 +1.28·10−4

𝑎1 −1.61·10−3 −1.34·10−3 −1.07·10−3 +4.44·10−2

𝑎2 +2.24·10−3 +2.05·10−3 +2.65·10−3 −7.08·10−2 +1.82·10−1

𝑎3 −8.65·10−4 −8.67·10−4 −1.05·10−3 +2.66·10−2 −8.29·10−2 +4.37·10−2

𝑏1 −2.57·10−4 −2.69·10−4 −3.13·10−4 +1.01·10−3 −8.10·10−3 +4.90·10−3 +1.83·10−3

𝑏2 +1.84·10−4 +1.89·10−4 +1.96·10−4 +1.06·10−3 +3.48·10−3 −3.43·10−3 −1.77·10−3 +2.03·10−3

𝑏3 −3.58·10−5 −3.54·10−5 −3.45·10−5 −6.55·10−4 +1.29·10−4 +4.27·10−4 +4.37·10−4 −5.64·10−4 +1.71·10−4

как (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8, 𝑥9) или (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3).

На Рисунке 3.1 наши результаты для формфакторов протона сравнива

ются с оригинальными и с параметризацией Келли (1.53)–(1.54), в которой

учтены некоторые из поляризационных измерений. Данные, представленные в

работах [11] и [12], показаны синими полыми и закрашенными кружками, со

ответственно. Вертикальными «усами» изображены сложенные квадратично

статистическая и систематическая погрешности. Черные крестики и звездочки

иллюстрируют, как индивидуальные точки из [11] и [12] меняются в результате

проведенной нами переобработки. Они были получены с помощью стандартной

процедуры розенблютовского разделения формфакторов с использованием но

вых значений дифференциальных сечений, которые нормировались путем до

множения на коэффициенты 𝑛𝑖, перечисленные в Таблице 3.2. Заметим, что

для 𝑄2 = 8.83 ГэВ2 измерено только одно значение d𝜎0/dΩ3, поэтому метод

Розенблюта потребовал бы привлечения дополнительных данных, как это и

было сделано в работе [12].

Красные сплошные кривые на Рисунке 3.1 представляют формфакторы

(3.4)–(3.5) с параметрами, перечисленными в Таблице 3.2 и найденными путем

минимизации функции (3.3) с использованием уточненных дифференциаль

ных сечений из Таблицы 3.1. Красные полосы — это соответствующие 68%-е

доверительные интервалы, вычисленные по правилу распространения оши
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Рис. 3.1. Результаты переобработки в сравнении с оригинальными данными для (a) 𝐺𝐸/𝐺𝐷

(b) 𝐺𝑀/(𝜇𝐺𝐷) и (c) 𝜇𝐺𝐸/𝐺𝑀 в зависимости от 𝑄2. Красными сплошными линиями показа
ны результаты подгонки с использованием параметризации (3.4)–(3.5), а соответствующие
полосы — это 68%-е доверительные интервалы. Синими полыми и закрашенными кружками
изображены оригинальные данные экспериментов [11] и [12], соответственно. Черные кре
стики и звездочки иллюстрируют, как переобработка влияет на отдельные точки, представ
ленные в [11] и [12]. Серые пунктирные кривые соответствуют параметризации Келли [44].
Результаты поляризационных измерений [6] (зеленые квадратики), [8] (зеленые треугольни
ки) и [9] (зеленые перевернутые треугольники) также показаны на рисунке (c).
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бок (3.6) и учитывающие корреляции между подгоночными параметрами. Опи

сывая формфакторы с помощью выбранной нами параметризации (3.4)–(3.5),

мы вводим модельную зависимость, которая является дополнительным ис

точником систематической погрешности. Ожидается, что этот эффект несу

щественен, поскольку полиномиальная зависимость (3.4)–(3.5) является до

статочно «гибкой» и, кроме того, полученные нами кривые хорошо согласу

ются с модельно-независимыми результатами розенблютовского разделения.

Тем не менее, следует относиться с осторожностью к нашим результатам при

𝑄2 > 7 ГэВ2, где использовалось только одно дифференциальное сечение.

Как видно из Рисунка 3.1, при 𝑄2 6 7 ГэВ2 наш анализ дает для 𝐺𝐸

и 𝐺𝐸/𝐺𝑀 несколько меньшие значения, чем те, которые были представлены в

работах [11, 12]. В то же время, новые значения 𝐺𝑀 лежат систематически вы

ше предыдущих и, таким образом, ближе к параметризации Келли. Отметим,

что оригинальные данные работы [11] не очень хорошо согласуются с резуль

татами более точного измерения [12] и представляются нам менее надежными.

Итак, в данной главе мы провели тщательную ревизию радиационных по

правок, использованных в измерениях [11, 12], и новое независимое извлечение

формфакторов протона для𝑄2 от 1 до 8.83 ГэВ2. Полученные нами результаты

согласуются с данными поляризационных измерений несколько лучше ориги

нальных, хотя существенное расхождение сохраняется при 𝑄2 & 3 ГэВ2. Таким

образом, обсуждаемое противоречие не удается объяснить лишь неточностями

при учете стандартных радиационных поправок в методе Розенблюта. Однако

эти поправки не включают в себя жесткий двухфотонный обмен, вклад которо

го в сечение упругого электрон-протонного рассеяния может быть существенен

при больших 𝑄2. Этот вопрос рассматривается в Главе 5.
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Глава 4

Радиационные поправки в экспериментах

с регистрацией электрона/позитрона и протона

4.1. Кинематика процесса ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾

В данном разделе мы рассмотрим кинематику процесса упругого рассея

ния заряженного лептона на протоне, сопровождаемого испусканием единич

ного фотона (тормозное излучение первого порядка). Закон сохранения четы

рех-импульса для этой реакции дает

𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝3 + 𝑝4 + 𝑝5, (4.1)

где 𝑝5 — это четырех-импульс тормозного фотона, а остальные обозначения

были введены ранее. Выберем систему координат так, чтобы ось 𝑧 была на

правлена вдоль импульса налетающего лептона, а плоскость 𝑥𝑧 была бы его

плоскостью рассеяния (при этом азимутальный угол рассеянного лептона ра

вен 𝜑3 ≡ 0). Тогда четырех-импульсы 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 и 𝑝5 запишутся в лаборатор

ной системе отсчета как

𝑝1 = (𝐸1, p1) = (𝐸1, 0, 0, |p1|) , (4.2)

𝑝2 = (𝑀, 0) = (𝑀, 0, 0, 0) , (4.3)

𝑝3 = (𝐸3, p3) = (𝐸3, |p3| sin 𝜃3, 0, |p3| cos 𝜃3) , (4.4)

𝑝4 = (𝐸4, p4) = (𝐸4, |p4| sin 𝜃4 cos𝜑4, |p4| sin 𝜃4 sin𝜑4, |p4| cos 𝜃4) , (4.5)

𝑝5 = (𝐸5, p5) = (𝐸5, 𝐸5 sin 𝜃5 cos𝜑5, 𝐸5 sin 𝜃5 sin𝜑5, 𝐸5 cos 𝜃5) , (4.6)

где 𝐸5 ≡ |p5| — это энергия тормозного фотона, а 𝜃5 и 𝜑5 — его полярный и

азимутальный углы.

Полная энергия 𝐸1 налетающего лептона предполагается известной. В

этом случае все кинематические параметры частиц в конечном состоянии мо
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гут быть выражены через переменные 𝜃3, 𝐸5, 𝜃5 и 𝜑5. В частности, используя

тождество (𝑝1+𝑝2−𝑝3−𝑝5)2 = 𝑝24 =𝑀 2, можно получить следующее уравнение

для 𝐸3:

𝐴
√︁
𝐸2

3 −𝑚2 = 𝐵𝐸3 + 𝐶, (4.7)

где коэффициенты 𝐴, 𝐵 и 𝐶 равны

𝐴 = |p1| cos 𝜃3 − 𝐸5 cos𝜓, (4.8)

cos𝜓 =
p3 · p5

|p3||p5|
= cos 𝜃3 cos 𝜃5 + sin 𝜃3 sin 𝜃5 cos𝜑5, (4.9)

𝐵 = 𝐸1 +𝑀 − 𝐸5, (4.10)

𝐶 = 𝐸5 (𝐸1 +𝑀 − |p1| cos 𝜃5)−𝑀𝐸1 −𝑚2. (4.11)

Заметим, что 𝜓 есть угол между векторами p3 и p5. Для того, чтобы найти

решение уравнения (4.7), нужно возвести обе его части в квадрат. В результате

получается квадратное уравнение, имеющее следующие два корня:

𝐸3 =
𝐵𝐶 ± 𝐴

√︀
𝑚2(𝐴2 −𝐵2) + 𝐶2

𝐴2 −𝐵2
. (4.12)

В большинстве случаев только знак «−» в выражении (4.12) дает физическое

решение. Однако для некоторых комбинаций кинематических параметров оба

корня (4.12) могут быть физическими. Следует убедиться, что вычисленное

значение 𝐸3 удовлетворяет исходному уравнению (4.7), а не возникло в резуль

тате возведения его в квадрат. Укажем ещё два критерия, которым должно

удовлетворять любое физическое решение:

𝐸5 <
𝑀(𝐸1 −𝑚)

𝑀 + 𝐸1 − |p1| cos 𝜃5
, 𝑚 < 𝐸3 < 𝐸1 − 𝐸5. (4.13)

Если массой 𝑚 можно пренебречь (когда 𝑚 ≪ 𝐸1, 𝐸3), то значение энер

гии рассеянного лептона единственно и дается следующей простой формулой:

𝐸3 =
𝐶

𝐴−𝐵
=

𝑀(𝐸1 − 𝐸5)− 𝐸1𝐸5(1− cos 𝜃5)

𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)− 𝐸5(1− cos𝜓)
. (4.14)
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Другим важным частным случаем является чисто упругое рассеяние, когда

тормозной фотон не излучается. В этом случае значение𝐸3 также единственно:

𝐸3 =
(𝐸1 +𝑀)

(︀
𝑀𝐸1 +𝑚2

)︀
+
√︀
𝑀 2 −𝑚2 sin2 𝜃3 |p1|2 cos 𝜃3

(𝐸1 +𝑀)2 − |p1|2 cos2 𝜃3
. (4.15)

Как только значение 𝐸3 найдено, нам известны все компоненты четырех

импульсов 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 и 𝑝5. Тогда, используя соотношение 𝑝4 = 𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3 − 𝑝5,

легко вычислить и компоненты четырех-импульса 𝑝4. Таким образом, мы вы

разили все кинематические параметры процесса ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾 через энергию

налетающего лептона 𝐸1, угол его рассеяния 𝜃3, а также энергию 𝐸5, поляр

ный 𝜃5 и азимутальный 𝜑5 углы тормозного фотона.

4.2. Дифференциальное сечение процесса ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾

в мягкофотонном приближении

В мягкофотонном приближении, которое справедливо при 𝐸5 ≪ 𝐸1, 𝐸3,

дифференциальное сечение процесса ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾 выражается через сечение

d𝜎0/dΩ3 с помощью следующей простой формулы [13, 47, 52]:

d3𝜎brems

dΩ3 dΩ5 d𝐸5
= −𝛼𝐸5

4𝜋2

[︂
− 𝑝1
𝑝1 · 𝑝5

+
𝑍𝑝2
𝑝2 · 𝑝5

+
𝑝3

𝑝3 · 𝑝5
− 𝑍𝑝4
𝑝4 · 𝑝5

]︂2
d𝜎0
dΩ3

, (4.16)

где знак 𝑍 = +1 соответствует рассеянию отрицательно заряженных лептонов

(𝑒− или 𝜇−) на протонах. Для описания 𝑒+𝑝 - и 𝜇+𝑝 -рассеяния следует выбрать

𝑍 = −1. При проведении вычислений формула (4.16) может использоваться

несколькими различными способами.

В простейшем случае мы можем считать, что излучение очень мягкого фо

тона никак не сказывается на кинематике процесса рассеяния. Это приводит к

двум упрощениям. Во-первых, мы рассматриваем множитель d𝜎0/dΩ3 в (4.16)

как чисто упругое дифференциальное сечение, зависящее только от энергии

налетающего лептона 𝐸1 и угла рассеяния 𝜃3. Во-вторых, мы используем фак

тическое значение четырех-импульса фотона 𝑝5, но считаем четырех-импульсы



52

𝑝3 и 𝑝4 упругими, как если бы излучения не было вообще. Это приближение, ко

торое мы будем называть «базовым мягкофотонным», является естественным

и, как будет показано ниже, значительно упрощает аналитическое интегриро

вание дифференциального сечения (4.16).

Полезно, однако, рассмотреть и другие возможные способы использова

ния формулы (4.16) для проведения численных расчетов. Например, при вы

числении выражения, стоящего в квадратных скобках, мы можем использовать

не упругие, а фактические значения четырех-импульсов 𝑝3 и 𝑝4. Мы будем на

зывать этот подход «модифицированным мягкофотонным приближением». В

дополнение к этому, можно видоизменить сечение d𝜎0/dΩ3 если вычислять его

по обычной формуле (1.32), но считать, что квадрат переданного импульса ра

вен 𝑄2 = 2𝑀(𝐸1 − 𝐸3 − 𝐸5). Это значение 𝑄2 соответствует случаю, когда

тормозной фотон излучается налетающим или рассеянным лептоном (но не

протоном). Такое приближение является разумным, поскольку протонное тор

мозное излучение обычно подавлено по сравнению с лептонным. Описанный

подход мы будем называть «улучшенным мягкофотонным приближением». Хо

тя характеристика «улучшенное» является здесь условной, мы используем её

потому, что это приближение позволяет нам лучше воспроизвести форму ради

ационного хвоста в случае жесткого тормозного излучения (см. Рисунок 4.1).

Как уже обсуждалось в разделе 2.4, излучение лептоном до рассеяния может

приводить к росту эффективного сечения процесса с ростом энергии тормоз

ного фотона. Улучшенное мягкофотонное приближение позволяет качествен

но воспроизвести этот эффект, тогда как остальные рассмотренные модели

предсказывают монотонное убывание радиационного хвоста с ростом энергии

излученного фотона. Более аккуратное описание тормозного излучения перво

го порядка, не прибегающее к мягкофотонному приближению, будет дано в

разделе 4.3.

Проведем количественное сравнение модифицированного и улучшенного

мягкофотонных приближений с упомянутым только что аккуратным вычисле
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Рис. 4.1. Сравнение различных предсказаний для радиационного хвоста. Кинематика со
ответствует рассеянию электронов с начальной энергией 𝐸1 = 1 ГэВ на угол 𝜃3 = 70∘.
Точками представлены три различные модели для тормозного излучения: аккуратный рас
чет (черные кружки), улучшенное (красные квадраты) и модифицированное (зеленые тре
угольники) мягкофотонные приближения. Синяя пунктирная кривая получена с помощью
формулы (2.18) и соответствует базовому мягкофотонному приближению.

нием. На Рисунке 4.1 показаны предсказания этих трех моделей для дифферен

циального сечения d2𝜎brems/(dΩ3 d𝐸3) в зависимости от энергии рассеянного

электрона при фиксированном угле рассеяния (ср. также с Рисунком 2.4). По

казанные на рисунке точки представляют сравниваемые модели и получены с

помощью генератора событий ESEPP в предположении, что формфакторы про

тона подчиняются дипольной зависимости (см. описание ESEPP в разделе 4.6).

Для построения кривой использовалась формула (2.18), которая соответству

ет базовому мягкофотонному приближению. Из Рисунка 4.1 видно, что улуч

шенное мягкофотонное приближение, действительно, ближе к аккуратному

результату, в то время как модифицированное мягкофотонное приближение

не сильно отличается от аналитической кривой. Отметим, что в окрестности

упругого пика все модели хорошо согласуются друг с другом.

Требуется также знать дифференциальное сечение процесса ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾

в случае, когда энергия излученного тормозного фотона ограничена пороговой
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величиной 𝐸cut
5 . Выражаясь точнее, мы хотим знать дифференциальное сече

ние d𝜎brems/dΩ3, полученное после интегрирования выражения (4.16) по всем

направлениям излученного фотона и по его энергии в диапазоне 𝐸5 < 𝐸cut
5 . В

базовом мягкофотонном приближении это сечение дается формулой

d𝜎brems

dΩ3

⃒⃒
⃒⃒
𝐸5<𝐸cut

5

=
−𝛼
4𝜋2

d𝜎0
dΩ3

∫
𝐸5<𝐸cut

5

d3𝑝5
𝐸5

[︂
− 𝑝1
𝑝1 · 𝑝5

+
𝑍𝑝2
𝑝2 · 𝑝5

+
𝑝3

𝑝3 · 𝑝5
− 𝑍𝑝4
𝑝4 · 𝑝5

]︂2
=

= −2𝛼
d𝜎0
dΩ3

∑︁

𝑖,𝑗

Θ(𝑝𝑖)Θ(𝑝𝑗)𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ), (4.17)

где

𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) =

1

8𝜋2

∫
𝐸5<𝐸cut

5

d3𝑝5
𝐸5

𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
(𝑝𝑖 · 𝑝5)(𝑝𝑗 · 𝑝5)

, (4.18)

а 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4. Запись Θ(𝑝𝑖) введена для обозначения заряда частицы и рас

шифровывается следующим образом: Θ(𝑝1) = −1, Θ(𝑝2) = 𝑍, Θ(𝑝3) = +1 и

Θ(𝑝4) = −𝑍.

Покажем, как вычислить интеграл (4.18) в рамках базового мягкофотон

ного приближения [13, 52, 74]. Это приближение предполагает, что только 𝑝5

варьируется при интегрировании, а остальные четырех-импульсы остаются по

стоянными. Также будем считать, что фотон обладает ненулевой массой 𝜆, а

его энергия, соответственно, равна 𝐸5 =
√︀

|p5|2 + 𝜆2. Введение фиктивной мас

сы фотона, необходимое для того, чтобы сделать интеграл (4.18) сходящимся,

является стандартным способом регуляризации инфракрасных расходимостей.

Учитывая также, что d3𝑝5 = |p5|2 d|p5| dΩ5, получаем

𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) =

𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
8𝜋2

√
(𝐸cut

5 )2−𝜆2∫
0

|p5|2 d|p5|√︀
|p5|2 + 𝜆2

∫
dΩ5

(𝑝𝑖 · 𝑝5)(𝑝𝑗 · 𝑝5)
. (4.19)

Далее, воспользовавшись параметризацией Фейнмана, можно выполнить

преобразование

1

(𝑝𝑖 · 𝑝5)(𝑝𝑗 · 𝑝5)
=

1∫
0

d𝑥
[︀
(𝑝𝑖 · 𝑝5)𝑥+ (𝑝𝑗 · 𝑝5)(1− 𝑥)

]︀2 =

1∫
0

d𝑥

(𝑝𝑥 · 𝑝5)2
, (4.20)
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где введен четырех-импульс 𝑝𝑥, равный

𝑝𝑥 =
(︀
𝑝0𝑥, p𝑥

)︀
= 𝑥𝑝𝑖 + (1− 𝑥)𝑝𝑗. (4.21)

Тогда ∫
dΩ5

(𝑝𝑖 · 𝑝5)(𝑝𝑗 · 𝑝5)
=

∫
dΩ5

1∫
0

d𝑥

(𝑝𝑥 · 𝑝5)2
=

= 2𝜋

𝜋∫
0

sin 𝜃 d𝜃

1∫
0

d𝑥

(𝐸5𝑝0𝑥 − |p5||p𝑥| cos 𝜃)2
=

= −2𝜋

1∫
0

d𝑥

−1∫
1

d(cos 𝜃)

(𝐸5𝑝0𝑥 − |p5||p𝑥| cos 𝜃)2
= 4𝜋

1∫
0

d𝑥

(𝐸5𝑝0𝑥)
2 − |p5|2|p𝑥|2

, (4.22)

где 𝜃 — это угол между векторами p5 и p𝑥. Подставляя это выражение в (4.19)

и используя соотношение 𝐸5 =
√︀

|p5|2 + 𝜆2, получаем:

𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) =

𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
2𝜋

1∫
0

d𝑥

√
(𝐸cut

5 )2−𝜆2∫
0

1√︀
|p5|2 + 𝜆2

|p5|2 d|p5|
|p5|2

[︀
(𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2
]︀
+ (𝜆𝑝0𝑥)

2
.

(4.23)

Далее, тригонометрическая подстановка |p5| = 𝜆 tg𝜓 дает

𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) =

𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
2𝜋

1∫
0

d𝑥

arctg
√

(𝐸cut
5 /𝜆)2−1∫

0

sin𝜓 tg𝜓 d𝜓

(𝑝0𝑥)
2 − |p𝑥|2 sin2 𝜓

. (4.24)

Обозначим внутренний интеграл в (4.24) символом 𝐼 и рассмотрим его

отдельно. Произведя ещё одну тригонометрическую подстановку, sin𝜓 = 𝑡,

получим:

𝐼 =

√
1−(𝜆/𝐸cut

5 )2∫
0

𝑡2 d𝑡

(1− 𝑡2)
[︀
(𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2 𝑡2
]︀ . (4.25)

Затем, применяя алгебраическое разложение

𝑡2

(1− 𝑡2)
[︀
(𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2 𝑡2
]︀ =

=
1

2
[︀
(𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2
]︀
(︂

𝑝0𝑥
|p𝑥| 𝑡− 𝑝0𝑥

− 𝑝0𝑥
|p𝑥| 𝑡+ 𝑝0𝑥

− 1

𝑡− 1
+

1

𝑡+ 1

)︂
, (4.26)
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найдем, что

𝐼 =
1

2
[︀
(𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2
]︀
(︂
𝑝0𝑥
|p𝑥|

ln
⃒⃒
|p𝑥| 𝑡− 𝑝0𝑥

⃒⃒
−

− 𝑝0𝑥
|p𝑥|

ln
⃒⃒
|p𝑥| 𝑡+ 𝑝0𝑥

⃒⃒
− ln |𝑡− 1|+ ln |𝑡+ 1|

)︂⃒⃒
⃒⃒
√

1−(𝜆/𝐸cut
5 )2

0

. (4.27)

Теперь, используя приближение 𝜆 ≪ 𝐸cut
5 и учитывая, что (𝑝0𝑥)

2 − |p𝑥|2 = 𝑝2𝑥,

получаем

𝐼 =
1

2𝑝2𝑥

(︂
𝑝0𝑥
|p𝑥|

ln
𝑝0𝑥 − |p𝑥|
𝑝0𝑥 + |p𝑥|

+ ln
4(𝐸cut

5 )2

𝜆2

)︂
, (4.28)

что позволяет, наконец, записать следующее выражение для 𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ):

𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) =

𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
4𝜋

1∫
0

d𝑥

𝑝2𝑥

(︂
ln

4(𝐸cut
5 )2

𝑝2𝑥
+

𝑝0𝑥
|p𝑥|

ln
𝑝0𝑥 − |p𝑥|
𝑝0𝑥 + |p𝑥|

+ ln
𝑝2𝑥
𝜆2

)︂
. (4.29)

Заметим, что аналогичный результат дается формулой (22) в работе [52], но

содержит очевидные опечатки.

Интеграл (4.29) расходится в пределе нулевой массы фотона (𝜆→ 0). Для

того, чтобы изолировать расходящийся член, введем следующее обозначение:

̃︀𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) = 𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸

cut
5 )− 1

4𝜋
𝐾(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) =

=
𝑝𝑖 · 𝑝𝑗
4𝜋

1∫
0

d𝑥

𝑝2𝑥

(︂
ln

4(𝐸cut
5 )2

𝑝2𝑥
+

𝑝0𝑥
|p𝑥|

ln
𝑝0𝑥 − |p𝑥|
𝑝0𝑥 + |p𝑥|

)︂
, (4.30)

где

𝐾(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) = (𝑝𝑖 · 𝑝𝑗)
1∫
0

d𝑥

𝑝2𝑥
ln
𝑝2𝑥
𝜆2

(4.31)

и, в частности,

𝐾(𝑝𝑖, 𝑝𝑖) = ln
𝑚2

𝑖

𝜆2
. (4.32)

Значение ̃︀𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑗, 𝐸
cut
5 ) является конечным и может быть вычислено по

формуле (4.30) если заданы четырех-импульсы 𝑝𝑖, 𝑝𝑗 и пороговая энергия 𝐸cut
5 .

Необходимое для этого интегрирование по 𝑥 легко провести численно. Заме

тим, что в случае 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 интеграл (4.30) является тривиальным и вычисляется
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аналитически:

̃︀𝐵(𝑝𝑖, 𝑝𝑖, 𝐸
cut
5 ) =

1

2𝜋

(︃
ln

2𝐸cut
5

𝑚𝑖
+

𝐸𝑖√︀
𝐸2

𝑖 −𝑚2
𝑖

ln
𝑚𝑖

𝐸𝑖 +
√︀
𝐸2

𝑖 −𝑚2
𝑖

)︃
. (4.33)

Однако если 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 = 𝑝2, то формулу (4.33) нельзя использовать напрямую,

поскольку при этом возникает неопределенность вида 0/0. В этом случае кор

ректное выражение получается после раскрытия неопределенности по правилу

Лопиталя:
̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝2, 𝐸

cut
5 ) =

1

2𝜋

(︂
ln

2𝐸cut
5

𝑀
− 1

)︂
. (4.34)

Поскольку дифференциальное сечение (4.17) потребуется нам в дальней

шем, запишем его для удобства в явном виде:

d𝜎brems

dΩ3

⃒⃒
⃒⃒
𝐸5<𝐸cut

5

= −2𝛼
[︁
̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝1, 𝐸

cut
5 )− 2𝑍 ̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝2, 𝐸

cut
5 )−

− 2 ̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝3, 𝐸
cut
5 ) + 2𝑍 ̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝4, 𝐸

cut
5 ) + 𝑍2 ̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝2, 𝐸

cut
5 ) +

+ 2𝑍 ̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝3, 𝐸
cut
5 )− 2𝑍2 ̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝4, 𝐸

cut
5 ) + ̃︀𝐵(𝑝3, 𝑝3, 𝐸

cut
5 )−

− 2𝑍 ̃︀𝐵(𝑝3, 𝑝4, 𝐸
cut
5 ) + 𝑍2 ̃︀𝐵(𝑝4, 𝑝4, 𝐸

cut
5 ) +

1

2𝜋
ln
𝑚2

𝜆2
+
𝑍2

2𝜋
ln
𝑀 2

𝜆2
−

− 𝑍

2𝜋
𝐾(𝑝1, 𝑝2)−

1

2𝜋
𝐾(𝑝1, 𝑝3) +

𝑍

2𝜋
𝐾(𝑝1, 𝑝4) +

𝑍

2𝜋
𝐾(𝑝2, 𝑝3)−

− 𝑍2

2𝜋
𝐾(𝑝2, 𝑝4)−

𝑍

2𝜋
𝐾(𝑝3, 𝑝4)

]︁d𝜎0
dΩ3

. (4.35)

Как будет показано в разделе 4.4, все расходящиеся члены в (4.35) сокращают

ся с соответствующими членами, возникающими из-за петлевых радиационных

поправок.

4.3. Дифференциальное сечение процесса ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾

вне мягкофотонного и ультрарелятивистского

приближений

В данном разделе мы вычислим дифференциальное сечение процесса тор

мозного излучения первого порядка, не прибегая к использованию ни мяг
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кофотонного (𝐸5 ≪ 𝐸1, 𝐸3), ни ультрарелятивистского (𝐸1, 𝐸3,
√︀
𝑄2 ≫ 𝑚)

приближений [13]. Прежде всего, покажем как в лабораторной системе отсче

та искомое дифференциальное сечение выражается через квадрат амплитуды

процесса, |ℳbrems|2. Справедлива следующая общая формула [24]:

d𝜎brems = (2𝜋)4 𝛿(4)(𝑃𝑖 − 𝑃𝑓)
1

4𝐼
|ℳbrems|2

d3𝑝3
(2𝜋)3 2𝐸3

d3𝑝4
(2𝜋)3 2𝐸4

d3𝑝5
(2𝜋)3 2𝐸5

, (4.36)

где

𝑃𝑖 = 𝑝1 + 𝑝2, 𝑃𝑓 = 𝑝3 + 𝑝4 + 𝑝5, (4.37)

𝛿(4)(𝑃𝑖 − 𝑃𝑓) = 𝛿(𝐸1 +𝑀 − 𝐸3 − 𝐸4 − 𝐸5) 𝛿
(3)(p1 − p3 − p4 − p5), (4.38)

𝐼 =
√︀
(𝑝1 · 𝑝2)2 −𝑚2𝑀 2 =𝑀 |p1|. (4.39)

Интегрируя (4.36) по 𝑝4 и используя соотношение d3𝑝𝑖 = |p𝑖|𝐸𝑖 dΩ𝑖 d𝐸𝑖,

получим:

d𝜎brems =
1

(4𝜋)5
𝛿(𝐸1 +𝑀 − 𝐸3 − 𝐸4 − 𝐸5)

|ℳbrems|2
𝑀 |p1|

|p3||p5|
𝐸4

dΩ3 dΩ5 d𝐸3 d𝐸5.

(4.40)

Чтобы провести интегрирование по 𝐸3, воспользуемся хорошо известным пред

ставлением для 𝛿-функции от аргумента, являющегося функцией независимой

переменной 𝑥:

𝛿 [𝑓(𝑥)] =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛿(𝑥− 𝑥𝑖)

|d𝑓(𝑥𝑖)/d𝑥|
, (4.41)

где 𝑓(𝑥𝑖) = 0 и 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘. В нашем случае,

𝑓(𝐸3) = 𝐸1 +𝑀 − 𝐸3 − 𝐸5 −
√︁

(p1 − p5)2 − 2(p1 − p5) · p3 + 𝐸2
3 −𝑚2 +𝑀 2,

(4.42)

а уравнение 𝑓(𝐸3) = 0 имеет не более двух корней, заданных формулой (4.12).

Дифференцирование функции (4.42) по 𝐸3 дает

d𝑓(𝐸3)

d𝐸3
= −1− 𝐸3

𝐸4

[︂
1− (p1 − p5) · p3

|p3|2
]︂
=
𝐴𝐸3 −𝐵|p3|

𝐸4|p3|
, (4.43)

где коэффициенты 𝐴 и 𝐵 определены в (4.8)–(4.10).
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Наконец, подставляя (4.41) и (4.43) в (4.40) и интегрируя полученное вы

ражение по 𝐸3, находим

d3𝜎brems

dΩ3 dΩ5 d𝐸5
=

1

(4𝜋)5
1

𝑀 |p1|
∑︁

𝐸3

𝐸5 |p3|2 |ℳbrems|2
|𝐴𝐸3 −𝐵|p3||

, (4.44)

где 𝐸3 и |p3| могут быть выражены через 𝐸1, 𝜃3, 𝐸5, 𝜃5 и 𝜑5 с помощью форму

лы (4.12). Если оба корня (4.12) являются физическими, то следует провести

в (4.44) суммирование по двум значениям 𝐸3. Заметим, что в ультрареляти

вистском случае, когда 𝐸1, 𝐸3 ≫ 𝑚, значение 𝐸3 единственно и дается форму

лой (4.14), при этом дифференциальное сечение (4.44) принимает вид

d3𝜎brems

dΩ3 dΩ5 d𝐸5
=

1

(4𝜋)5
1

𝑀 |p1|
𝐸5

[︀
𝑀(𝐸1 − 𝐸5)− 𝐸1𝐸5(1− cos 𝜃5)

]︀
[︀
𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)− 𝐸5(1− cos𝜓)

]︀2 |ℳbrems|2.

(4.45)

Итак, мы получили формулу (4.44), выражающую искомое дифференци

альное сечение через квадрат амплитуды процесса. Запишем теперь |ℳbrems|2

в виде суммы трех слагаемых:

|ℳbrems|2 = |ℳℓ
brems|2 + |ℳ𝑝

brems|2 + 2Re
(︀
ℳℓ†

bremsℳ
𝑝
brems

)︀
, (4.46)

где |ℳℓ
brems|2 = |ℳli

brems+ℳlf
brems|2 — это лептонный член для излучения фото

на налетающим или рассеянным лептоном; |ℳ𝑝
brems|2 = |ℳpi

brems +ℳpf
brems|2 —

протонный член, отвечающий излучению фотона протоном до или после рас

сеяния; и 2Re
(︀
ℳℓ†

bremsℳ
𝑝
brems

)︀
— член, описывающий интерференцию между

лептонным и протонным излучениями. Поскольку в нашем случае пучок и ми

шень не поляризованы, при вычислении |ℳbrems|2 проводится усреднение по

поляризациям начальных частиц и суммирование по поляризациям конечных.

Для вычисления лептонного, протонного и интерференционного членов

в рамках квантовой электродинамики рассмотрим фейнмановские диаграммы

(b)–(e), изображенные на Рисунке 2.1. Будем предполагать, что промежуточ

ные адронные состояния на диаграммах (d) и (e) представлены только вирту

альными протонами и что вершины фотон-протонного взаимодействия описы
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ваются оператором (1.17) как для виртуальных, так и для реальных (тормоз

ных) фотонов. Известно, что в общем случае вершина взаимодействия фотона

с протоном, находящимся вне массовой поверхности, характеризуется шестью

инвариантными функциями [75]. Если, однако, до и после взаимодействия про

тон находится на массовой поверхности (так, что квадраты соответствующих

четырех-импульсов равны 𝑀 2), то эта вершина описывается оператором Γ𝜇,

введенным в формуле (1.17). В этом случае мы можем вычислить искомые чле

ны без привлечения мягкофотонного и ультрарелятивистского приближений.

Мы будем называть соответствующий расчет «аккуратным» в том смысле, что

он не использует указанные приближения.

Ниже мы приводим формулы для лептонных и протонных тензоров, про

изведя свертку которых, можно получить выражения для лептонного, протон

ного и интерференционного членов (4.46), записанные через скалярные произ

ведения 𝑝𝑖 · 𝑝𝑗 четырех-векторов 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 и 𝑝5. Мы использовали систему

компьютерной алгебры Mathematica и пакет FeynCalc [76] для выполнения

свертки тензоров (детали этого вычисления могут быть найдены в [77]). Для

удобства мы ввели следующие обозначения:

𝑞21 = (𝑝4 − 𝑝2)
2 = 2𝑀(𝐸3 − 𝐸1 + 𝐸5), (4.47)

𝑞22 = (𝑝1 − 𝑝3)
2 = 2|p1||p3| cos 𝜃3 − 2𝐸1𝐸3 + 2𝑚2, (4.48)

𝑃 = 𝑝2 + 𝑝4, 𝑃+ = 𝑃 + 𝑝5, 𝑃− = 𝑃 − 𝑝5, (4.49)

где 𝑞21 и 𝑞22 — это квадраты переданных протону четырех-импульсов в случаях,

когда фотон был излучен лептоном и протоном, соответственно. Заметим, что

𝑞21 = 𝑞22 = −𝑄2 в пределе 𝐸5 → 0.

Лептонный член вычисляется как

|ℳℓ
brems|2 =

𝑍2𝑒6

𝑞41
(ℒ1𝜇𝜈 + ℒ2𝜇𝜈)𝒫𝜇𝜈, (4.50)
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где

ℒ1𝜇𝜈 =
1

2
tr

[︂(︀
/𝑝3 +𝑚

)︀
𝛾𝛼
/𝑝3 + /𝑝5 +𝑚

2(𝑝3 · 𝑝5)
𝛾𝜇
(︀
/𝑝1 +𝑚

)︀
𝛾𝛼
/𝑝1 − /𝑝5 +𝑚

2(𝑝1 · 𝑝5)
𝛾𝜈

]︂
−

− 1

2
tr

[︂(︀
/𝑝3 +𝑚

)︀
𝛾𝛼
/𝑝3 + 𝑝5 +𝑚

2(𝑝3 · 𝑝5)
𝛾𝜇
(︀
/𝑝1 +𝑚

)︀
𝛾𝜈
/𝑝3 + /𝑝5 +𝑚

2(𝑝3 · 𝑝5)
𝛾𝛼

]︂
, (4.51)

𝒫𝜇𝜈 =
1

2
tr

[︂(︀
/𝑝2 +𝑀

)︀{︁(︀
𝐹1(𝑞

2
1) + 𝐹2(𝑞

2
1)
)︀
𝛾𝜈 − 𝐹2(𝑞

2
1)

2𝑀
𝑃 𝜈
}︁

(︀
/𝑝4 +𝑀

)︀{︁(︀
𝐹1(𝑞

2
1) + 𝐹2(𝑞

2
1)
)︀
𝛾𝜇 − 𝐹2(𝑞

2
1)

2𝑀
𝑃 𝜇
}︁]︂

, (4.52)

а лептонный тензор ℒ2𝜇𝜈 может быть получен из выражения (4.51) для ℒ1𝜇𝜈

после выполнения замены 𝑝1 ↔ −𝑝3. Протонный член дается формулой

|ℳ𝑝
brems|2 =

𝑍4𝑒6

𝑞42
ℒ𝜇𝜈(𝒫𝜇𝜈

1 + 𝒫𝜇𝜈
2 ), (4.53)

где

ℒ𝜇𝜈 =
1

2
tr
[︁(︀
/𝑝1 +𝑚

)︀
𝛾𝜈
(︀
/𝑝3 +𝑚

)︀
𝛾𝜇

]︁
, (4.54)

𝒫𝜇𝜈
1 =

1

2
tr
[︁(︀
/𝑝4 +𝑀

)︀{︁(︀
𝐹1(0) + 𝐹2(0)

)︀
𝛾𝛼 −

− 𝐹2(0)

2𝑀

[︀
(2𝑝4 + 𝑝5)

𝛼 − 𝛾𝛼
(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀]︀}︁/𝑝4 + /𝑝5 +𝑀

2(𝑝4 · 𝑝5){︁(︀
𝐹1(𝑞

2
2) + 𝐹2(𝑞

2
2)
)︀
𝛾𝜇 − 𝐹2(𝑞

2
2)

2𝑀

[︀
𝑃 𝜇
+ −

(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀
𝛾𝜇
]︀}︁(︀

/𝑝2 +𝑀
)︀

{︁(︀
𝐹1(0) + 𝐹2(0)

)︀
𝛾𝛼 − 𝐹2(0)

2𝑀

[︀
(2𝑝2 − 𝑝5)

𝛼 − 𝛾𝛼
(︀
/𝑝2 − /𝑝5 −𝑀

)︀]︀}︁/𝑝2 − /𝑝5 +𝑀

2(𝑝2 · 𝑝5){︁(︀
𝐹1(𝑞

2
2) + 𝐹2(𝑞

2
2)
)︀
𝛾𝜈 − 𝐹2(𝑞

2
2)

2𝑀

[︀
𝑃 𝜈
− −

(︀
/𝑝2 − /𝑝5 −𝑀

)︀
𝛾𝜈
]︀}︁]︂

−

− 1

2
tr
[︁(︀
/𝑝4 +𝑀

)︀{︁(︀
𝐹1(0) + 𝐹2(0)

)︀
𝛾𝛼 −

− 𝐹2(0)

2𝑀

[︀
(2𝑝4 + 𝑝5)

𝛼 − 𝛾𝛼
(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀]︀}︁/𝑝4 + /𝑝5 +𝑀

2(𝑝4 · 𝑝5){︁(︀
𝐹1(𝑞

2
2) + 𝐹2(𝑞

2
2)
)︀
𝛾𝜇 − 𝐹2(𝑞

2
2)

2𝑀

[︀
𝑃 𝜇
+ −

(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀
𝛾𝜇
]︀}︁(︀

/𝑝2 +𝑀
)︀

{︁(︀
𝐹1(𝑞

2
2) + 𝐹2(𝑞

2
2)
)︀
𝛾𝜈 − 𝐹2(𝑞

2
2)

2𝑀

[︀
𝑃 𝜈
+ − 𝛾𝜈

(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀]︀}︁/𝑝4 + /𝑝5 +𝑀

2(𝑝4 · 𝑝5){︁(︀
𝐹1(0) + 𝐹2(0)

)︀
𝛾𝛼 − 𝐹2(0)

2𝑀

[︀
(2𝑝4 + 𝑝5)

𝛼 −
(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀
𝛾𝛼
]︀}︁]︂

, (4.55)
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а протонный тензор 𝒫𝜇𝜈
2 может быть получен из выражения (4.55) для 𝒫𝜇𝜈

1

после выполнения замены 𝑝2 ↔ −𝑝4.
Наконец, интерференционный член вычисляется по формуле

2Re
(︀
ℳℓ†

bremsℳ
𝑝
brems

)︀
=
𝑍3𝑒6

𝑞21𝑞
2
2

(︂
1

𝑝3 · 𝑝5
ℒ𝛼
1𝜇𝜈 +

1

𝑝1 · 𝑝5
ℒ𝛼
2𝜇𝜈

)︂
(𝒫𝜇𝜈

1𝛼 − 𝒫𝜇𝜈
2𝛼 ), (4.56)

где

ℒ𝛼
1𝜇𝜈 =

1

2
tr
[︁(︀
/𝑝3 +𝑚

)︀
𝛾𝛼
(︀
/𝑝3 + /𝑝5 +𝑚

)︀
𝛾𝜇
(︀
/𝑝1 +𝑚

)︀
𝛾𝜈

]︁
, (4.57)

𝒫𝜇𝜈
1𝛼 =

1

2
tr

[︂(︀
/𝑝4 +𝑀

)︀{︁(︀
𝐹1(𝑞

2
1) + 𝐹2(𝑞

2
1)
)︀
𝛾𝜇 − 𝐹2(𝑞

2
1)

2𝑀
𝑃 𝜇
}︁(︀
/𝑝2 +𝑀

)︀

{︁(︀
𝐹1(𝑞

2
2) + 𝐹2(𝑞

2
2)
)︀
𝛾𝜈 − 𝐹2(𝑞

2
2)

2𝑀

[︀
𝑃 𝜈
+ − 𝛾𝜈

(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀]︀}︁/𝑝4 + /𝑝5 +𝑀

2(𝑝4 · 𝑝5){︁(︀
𝐹1(0) + 𝐹2(0)

)︀
𝛾𝛼 −

𝐹2(0)

2𝑀

[︀
(2𝑝4 + 𝑝5)𝛼 −

(︀
/𝑝4 + /𝑝5 −𝑀

)︀
𝛾𝛼
]︀}︁]︂

, (4.58)

а лептонный тензор ℒ𝛼
2𝜇𝜈 получается из выражения (4.57) для ℒ𝛼

1𝜇𝜈 после вы

полнения замены 𝑝1 ↔ −𝑝3. Аналогично, протонный тензор 𝒫𝜇𝜈
2𝛼 дается фор

мулой (4.58) для 𝒫𝜇𝜈
1𝛼 , в которой нужно сделать замену 𝑝2 ↔ −𝑝4.

4.4. Петлевые радиационные поправки и сокращение

инфракрасных расходимостей

Для учета петлевых радиационных поправок воспользуемся результата

ми Мо и Тсая [47, 49], которые получены с использованием перенормировки

на массовой поверхности. В приближении 𝑄2 ≫ 𝑚2 все интересующие нас

амплитуды выражаются через ℳ1𝛾 следующим образом:

ℳ𝑒
vac =

𝛼

3𝜋

[︂
−5

3
+ ln

𝑄2

𝑚2
𝑒

]︂
ℳ1𝛾, (4.59)

ℳℓ
vert = − 𝛼

2𝜋

[︂
𝐾(𝑝1, 𝑝3)−𝐾(𝑝1, 𝑝1)−

3

2
ln
𝑄2

𝑚2
+ 2

]︂
ℳ1𝛾, (4.60)

ℳ𝑝
vert = −𝑍

2𝛼

2𝜋

[︀
𝐾(𝑝2, 𝑝4)−𝐾(𝑝2, 𝑝2)

]︀
ℳ1𝛾, (4.61)

ℳMTs
box = −𝑍𝛼

2𝜋

[︀
𝐾(𝑝1, −𝑝2) +𝐾(𝑝3, −𝑝4)

]︀
ℳ1𝛾, (4.62)
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ℳMTs
xbox =

𝑍𝛼

2𝜋

[︀
𝐾(𝑝2, 𝑝3) +𝐾(𝑝1, 𝑝4)

]︀
ℳ1𝛾, (4.63)

где амплитуда ℳ𝑒
vac описывает вклад виртуальных электрон-позитронных пар

в поляризацию вакуума, а инфракрасно-расходящиеся члены 𝐾(𝑝𝑖, 𝑝𝑗) имеют

вид (4.31). Член 𝐾(𝑝1, 𝑝1) в (4.60) появился из-за перенормировки амплиту

ды ℳℓ
vert и представляет собой инфракрасно-расходящуюся собственную элек

тромагнитную энергию лептона. Аналогично, член 𝐾(𝑝2, 𝑝2) в (4.61) соответ

ствует собственной энергии протона.

Члены 𝐾(𝑝1, −𝑝2) и 𝐾(𝑝3, −𝑝4) в (4.62) являются комплексными, но

вклад в дифференциальное сечение дают только их вещественные части. Мо

и Тсай прибегли к следующему упрощению этих членов:

Re𝐾(𝑝1, −𝑝2) ≈ 𝐾(𝑝1, 𝑝2), Re𝐾(𝑝3, −𝑝4) ≈ 𝐾(𝑝3, 𝑝4), (4.64)

откуда следует, что

ℳMTs
box ≈ −𝑍𝛼

2𝜋

[︀
𝐾(𝑝1, 𝑝2) +𝐾(𝑝3, 𝑝4)

]︀
ℳ1𝛾. (4.65)

Квадрат амплитуды процесса чисто упругого рассеяния записывается как

|ℳelast|2 = |ℳ1𝛾|2 +
∑︁

𝑖

2Re
(︀
ℳ†

1𝛾ℳ𝑖

)︀
+𝒪(𝛼4), (4.66)

где суммирование нужно проводить по амплитудам ℳ𝑒
vac, ℳℓ

vert, ℳ𝑝
vert, ℳMTs

box

и ℳMTs
xbox. В результате получается следующее выражение для дифференциаль

ного сечения d𝜎elast/dΩ3:

d𝜎elast

dΩ3
=

{︂
1 +

2𝛼

3𝜋

[︂
−5

3
+ ln

𝑄2

𝑚2
𝑒

]︂
+
𝛼

𝜋

[︂
3

2
ln
𝑄2

𝑚2
− 2

]︂
+

+
𝛼

𝜋

[︂
−𝐾(𝑝1, 𝑝3) + ln

𝑚2

𝜆2
− 𝑍2𝐾(𝑝2, 𝑝4) + 𝑍2 ln

𝑀 2

𝜆2
−

− 𝑍𝐾(𝑝1, 𝑝2)− 𝑍𝐾(𝑝3, 𝑝4) + 𝑍𝐾(𝑝2, 𝑝3) + 𝑍𝐾(𝑝1, 𝑝4)

]︂}︂
d𝜎0
dΩ3

. (4.67)

Как дифференциальное сечение (4.67) чисто упругого рассеяния, так и

сечение (4.35) рассеяния, сопровождаемого излучением единичного фотона с
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энергией 𝐸5 < 𝐸cut
5 , содержат инфракрасно-расходящиеся члены. Однако сум

ма этих выражений конечна, и только такая сумма имеет физический смысл:

d𝜎elast

dΩ3
+

d𝜎brems

dΩ3

⃒⃒
⃒⃒
𝐸5<𝐸cut

5

= (1 + 𝛿virt + 𝛿brems)
d𝜎0
dΩ3

, (4.68)

где

𝛿virt = 𝛿𝑒vac + 𝛿vert, (4.69)

𝛿brems = 𝛿ℓℓbrems + 𝛿𝑝𝑝brems + 𝛿ℓ𝑝brems, (4.70)

𝛿𝑒vac =
2𝛼

3𝜋

(︂
−5

3
+ ln

𝑄2

𝑚2
𝑒

)︂
, (4.71)

𝛿vert =
𝛼

𝜋

(︂
3

2
ln
𝑄2

𝑚2
− 2

)︂
, (4.72)

𝛿ℓℓbrems = −2𝛼
[︁
̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝1, 𝐸

cut
5 )− 2 ̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝3, 𝐸

cut
5 ) + ̃︀𝐵(𝑝3, 𝑝3, 𝐸

cut
5 )
]︁
, (4.73)

𝛿𝑝𝑝brems = −2𝑍2𝛼
[︁
̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝2, 𝐸

cut
5 )− 2 ̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝4, 𝐸

cut
5 ) + ̃︀𝐵(𝑝4, 𝑝4, 𝐸

cut
5 )
]︁
, (4.74)

𝛿ℓ𝑝brems = 4𝑍𝛼
[︁
̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝2, 𝐸

cut
5 )− ̃︀𝐵(𝑝1, 𝑝4, 𝐸

cut
5 )− ̃︀𝐵(𝑝2, 𝑝3, 𝐸

cut
5 ) +

+ ̃︀𝐵(𝑝3, 𝑝4, 𝐸
cut
5 )
]︁
. (4.75)

Хотя сумма 𝛿virt+ 𝛿brems определяется однозначно, это не относится к каждому

из слагаемых в отдельности, поскольку они зависят от деталей используемой

процедуры сокращения инфракрасных расходимостей. Единственное исключе

ние составляет поправка 𝛿𝑒vac, которая изначально не является инфракрасно

расходящейся. Для простоты мы исключили из приведенных выше формул

для 𝛿virt и 𝛿brems все расходящиеся члены, поскольку они в итоге сокращаются

в выражении (4.68).

После того, как мы рассмотрели сокращение инфракрасных расходимо

стей, обсудим способы уточнения приведенных выше формул для петлевых

радиационных поправок. Как упоминалось в Главе 2, неучтенные вклады вир

туальных 𝜇+𝜇− и 𝜏+𝜏− пар описываются аналитическим выражением (2.13).

Для учета адронного вклада в поляризацию вакуума мы прежде использовали

простую формулу (2.15), но теперь рассмотрим более аккуратную параметри

зацию.
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Полная амплитуда ℳvac, включающая в себя как лептонную, так и ад

ронную части, выражается через так называемый поляризационный оператор

фотона, 𝒫(𝑄2), как

ℳvac = 𝒫(𝑄2)ℳ1𝛾, (4.76)

откуда следует, что

𝛿vac = 2Re𝒫(𝑄2). (4.77)

Адронная часть оператора 𝒫(𝑄2) не поддается теоретическим вычислениям,

но может быть надежно определена из экспериментально измеряемого сече

ния процесса аннигиляции 𝑒+𝑒− в адроны. В данной работе мы используем

численную параметризацию для 𝒫(𝑄2), полученную Игнатовым в результате

проведенного им глобального анализа мировых данных [60, 61].

Заметим, что при учете поправки на поляризацию вакуума описанным

выше способом не предполагается выполнение условия 𝑄2 ≫ 𝑚2. Однако это

приближение всё же было использовано для вывода лептонных вершинных

поправок, поэтому выражения (4.60) и (4.72) требуют уточнения при 𝑄2 . 𝑚2.

В этом случае амплитуда ℳℓ
vert уже не выражается через ℳ1𝛾, как это имело

место в формуле (4.60). Этот вопрос обсуждается, например, в [78].

Наконец, можно уточнить выражения для амплитуд ℳbox и ℳxbox, опи

сывающих мягкую часть вклада двухфотонного обмена. Как уже упоминалось

в Главе 2, Максимон и Тьён [50] применили менее грубое приближение, чем

использованное Мо и Тсаем [49]. В результате ими были получены следующие

выражения:

ℳMTj
box = −𝑍𝛼

𝜋

𝐸1

|p1|
ln

(︂
𝐸1 + |p1|

𝑚

)︂
ln

(︂
𝑄2

𝜆2

)︂
ℳ1𝛾, (4.78)

ℳMTj
xbox =

𝑍𝛼

𝜋

𝐸3

|p3|
ln

(︂
𝐸3 + |p3|

𝑚

)︂
ln

(︂
𝑄2

𝜆2

)︂
ℳ1𝛾. (4.79)

Как амплитуды (4.78) и (4.79) Максимона и Тьёна, так и соответствующие

амплитуды (4.65) и (4.63) Мо и Тсая являются инфракрасно-расходящимися,

однако разница
(︀
ℳMTj

box +ℳMTj
xbox −ℳMTs

box −ℳMTs
xbox
)︀

конечна и в приближении



66

𝐸1, 𝐸3 ≫ 𝑚 приводит к дополнительной поправке к 𝛿virt, которая дается фор

мулой (2.12). Возникающая поправка 𝛿′2𝛾 может быть весьма существенной (см.

Рисунок 2.2).

4.5. Радиационные поправки в экспериментах

по изучению двухфотонного обмена

Следуя работе [13], обсудим практические аспекты применения радиаци

онных поправок в экспериментах по измерению вклада жесткого двухфотонно

го обмена в сечения упругого 𝑒±𝑝 -рассеяния. Данное рассмотрение справедли

во как для измерения на накопителе ВЭПП-3, описанного в Главе 5, так и для

экспериментов коллабораций CLAS [79–81] и OLYMPUS [82, 83]. Все три ис

следовательские группы проводили прецизионное сравнение дифференциаль

ных сечений упругого электрон-протонного и позитрон-протонного рассеяния,

𝜎(𝑒−𝑝) и 𝜎(𝑒+𝑝). Чтобы количественно охарактеризовать разницу между этими

сечениями, удобно рассмотреть их безразмерную комбинацию — отношение 𝑅

или асимметрию 𝐴:

𝑅 =
𝜎(𝑒+𝑝)

𝜎(𝑒−𝑝)
, 𝐴 =

𝜎(𝑒+𝑝)− 𝜎(𝑒−𝑝)

𝜎(𝑒+𝑝) + 𝜎(𝑒−𝑝)
, (4.80)

которые связаны между собой как

𝑅 =
1 + 𝐴

1− 𝐴
, 𝐴 =

𝑅− 1

𝑅 + 1
. (4.81)

В соответствии со сложившейся традицией, чаще используется отношение 𝑅,

хотя асимметрия 𝐴 является более естественной величиной, поскольку содер

жит только зарядово-нечетные члены в числителе и только зарядово-четные

в знаменателе. Мы рассмотрим как 𝑅, так и 𝐴.

В обсуждаемых экспериментах измеряется число событий упругого 𝑒−𝑝 -

и 𝑒+𝑝 -рассеяния, 𝑁−
meas и 𝑁+

meas, при этом оба процесса изучаются в идентич

ных экспериментальных условиях. В этом случае такие параметры, как аксеп

танс детектора, эффективность регистрации, толщина мишени и интеграл тока
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пучка, поддерживаются практически одинаковыми для электрон-протонного и

позитрон-протонного рассеяния и, таким образом, не входят в измеряемые от

ношение или асимметрию. По этой причине, если требуется достичь высокой

относительной точности, намного выгоднее измерять величины (4.80), а не се

чения 𝜎(𝑒−𝑝) и 𝜎(𝑒+𝑝) по отдельности.

Конечная цель экспериментов по двухфотонному обмену состоит в опре

делении вклада его жесткой части,

𝛿2𝛾 =
2Re

(︀
ℳ†

1𝛾ℳhard
2𝛾

)︀

|ℳ1𝛾|2
, (4.82)

в дифференциальное сечение упругого электрон-протонного рассеяния в неко

торой кинематической области. Напомним, что разделение амплитуды ℳ2𝛾 на

мягкую и жесткую части условно и может быть выполнено различными спосо

бами, поэтому важно понимать, о каком из них идет речь в каждом конкрет

ном случае. Например, согласно Максимону и Тьёну, вклад 𝛿′2𝛾 (2.12) является

мягким и поэтому включен в выражение (2.8) для стандартных радиацион

ных поправок, тогда как в подходе Мо и Тсая он считается жестким и, таким

образом, содержится в (4.82).

Величина 𝛿2𝛾 является зарядово-нечетной и зависит от кинематических

параметров процесса. Она может быть представлена как функция двух неза

висимых кинематических переменных, например, 𝑄2 и 𝜀. Прецизионное изме

рение 𝛿2𝛾 в нескольких кинематических точках дает возможность проверить

существующие теоретические расчеты эффекта жесткого двухфотонного обме

на и сделать вывод о том, объясняет ли он наблюдаемое противоречие между

двумя разными методами измерения отношения 𝐺𝐸/𝐺𝑀 .

Важно понимать, как выразить искомую величину (4.82) через измеряе

мые числа 𝑁−
meas и 𝑁+

meas. Другими словами, мы хотим знать, как правильно

учесть процессы низшего порядка по 𝛼, дающие стандартные радиационные

поправки в обсуждаемых экспериментах по двухфотонному обмену. Процедура

учета этих поправок состоит в генерировании событий 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния
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и моделировании методом Монте-Карло отклика детектора на эти события с

использованием, например, набора библиотек Geant4 [84]. Компьютерное мо

делирование должно точно воспроизводить экспериментальные условия и ис

пользуемую процедуру отбора упругих событий. Его конечным результатом

являются числа 𝑁−
sim и 𝑁+

sim, которые соответствуют прошедшим отбор собы

тиям 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния.

Если, в соответствии с (2.1), ограничиться рассмотрением только радиа

ционных поправок низшего порядка и принять во внимание четность каждой

из амплитуд относительно 𝑍, то можно записать следующие выражения для

асимметрий 𝐴sim и 𝐴meas (полученной в моделировании и измеренной экспери

ментально, соответственно):

𝐴sim =
𝑁+

sim −𝑁−
sim

𝑁+
sim +𝑁−

sim
=

= −𝑍
2Re

(︀
ℳ†

1𝛾ℳsoft
2𝛾

)︀
+ 2Re

(︀
ℳℓ†

bremsℳ
𝑝
brems

)︀

|ℳ1𝛾|2 + 2Re
(︀
ℳ†

1𝛾ℳvirt
)︀
+ |ℳℓ

brems|2 + |ℳ𝑝
brems|2

, (4.83)

𝐴meas =
𝑁+

meas −𝑁−
meas

𝑁+
meas +𝑁−

meas
=

= −𝑍
2Re

[︀
ℳ†

1𝛾

(︀
ℳsoft

2𝛾 +ℳhard
2𝛾

)︀]︀
+ 2Re

(︀
ℳℓ†

bremsℳ
𝑝
brems

)︀

|ℳ1𝛾|2 + 2Re
(︀
ℳ†

1𝛾ℳvirt
)︀
+ |ℳℓ

brems|2 + |ℳ𝑝
brems|2

, (4.84)

где ℳvirt = ℳvac+ℳℓ
vert+ℳ𝑝

vert. Взяв разность 𝐴sim−𝐴meas, мы избавимся от

интерференционных членов в числителе, связанных с тормозным излучением и

мягким двухфотонным обменом, а знаменатель при этом не изменится. После

этого легко заметить, что искомая величина (4.82) может быть записана как

𝛿2𝛾 = 𝑍

(︂
𝑁+

sim −𝑁−
sim

𝑁+
sim +𝑁−

sim
− 𝑁+

meas −𝑁−
meas

𝑁+
meas +𝑁−

meas

)︂
𝑁+

sim +𝑁−
sim

2𝑁 0
sim

, (4.85)

где𝑁 0
sim — число событий, соответствующих величине |ℳ1𝛾|2, т. е. в отсутствие

любых радиационных поправок. Это число может быть получено путем моде

лирования отклика детектора методом Монте-Карло с использованием упру

гих событий, сгенерированных в соответствии с формулой Розенблюта (1.32).

Подразумевается, что число событий каждого из трех типов («+», «−» и «0»)
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соответствует одному и тому же значению интеграла светимости. Отметим, что

во многих практических ситуациях множитель (𝑁+
sim +𝑁−

sim)/(2𝑁
0
sim) близок к

единице и тогда им можно пренебречь.

Результаты экспериментов по двухфотонному обмену могут быть пред

ставлены не только с помощью величины (4.85), но также и через модифици

рованные отношение 𝑅2𝛾 или асимметрию 𝐴2𝛾. Выражения для них следуют из

формул (2.1), (4.80) и (4.82), если предположить, что только амплитуды ℳ1𝛾

и ℳhard
2𝛾 дают вклад в сечения 𝜎(𝑒−𝑝) и 𝜎(𝑒+𝑝):

𝑅2𝛾 =
1− 𝑍𝛿2𝛾
1 + 𝑍𝛿2𝛾

, 𝐴2𝛾 = −𝑍𝛿2𝛾. (4.86)

4.6. Генератор событий ESEPP

4.6.1. Общее описание

На основе описанных в разделах 4.1–4.4 формул нами был разработан но

вый генератор событий упругого рассеяния заряженных лептонов (𝑒± или 𝜇±)

на протонах, учитывающий радиационные поправки порядка 𝛼3 [13]. Он полу

чил название ESEPP (от англ. «Elastic Scattering of Electrons and Positrons on

Protons»). Поскольку ESEPP выдает полный набор кинематических параметров

частиц в конечном состоянии, он является универсальным генератором собы

тий. Это делает возможным его использование в ряде новых экспериментов

по измерению электромагнитных формфакторов и зарядового радиуса про

тона (таких, как PRad [85] и MUSE [86]). Важным достоинством генератора

является то, что в нём не используется ни мягкофотонное, ни ультрареляти

вистское приближения при учете тормозного излучения первого порядка. При

вычислении кинематических параметров частиц в конечном состоянии и диф

ференциального сечения d𝜎0/dΩ3 мы также не прибегаем к использованию

ультрарелятивистского приближения 𝑚 ≪ 𝐸1, 𝐸3, что особенно важно в слу

чае 𝜇±𝑝 -рассеяния [78, 86].
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Следует иметь в виду, что не во всех прецизионных измерениях можно

ограничиваться учетом тормозного излучения только первого порядка по 𝛼,

поскольку точность данного приближения падает с уменьшением Δ𝐸. Возмож

ным решением этой проблемы является включение в генератор ESEPP процесса

тормозного излучения второго порядка, ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾 𝛾 (см. [51] также).

ESEPP генерирует события двух типов — «упругие» (ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝) и «неупру

гие» (ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾). Следует понимать, что тормозное излучение первого по

рядка учтено в обоих случаях, а разделение между этими двумя типами со

бытий проводится по энергии излученного фотона. Если эта энергия не пре

восходит порогового значения 𝐸cut
5 (которое можно выбрать произвольно ма

лым, например, 1 МэВ), то акт рассеяния можно рассматривать как эффек

тивно упругий, поскольку в эксперименте его невозможно отличить от чисто

упругого процесса. В этом случае при моделировании отклика детектора нет

необходимости рассматривать столь мягкие тормозные фотоны, поэтому мы

можем аналитически проинтегрировать дифференциальное сечение процесса

ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾 по всем направлениям излученного фотона и по его энергии в

диапазоне 𝐸5 < 𝐸cut
5 . Более того, для проведения такого интегрирования мы

можем уверенно использовать базовое мягкофотонное приближение, посколь

ку оно является аккуратным в случае очень мягких фотонов. Аналитическая

процедура интегрирования описана нами в разделе 4.2. Для генерирования

упругих событий используется формула (4.68), куда включены все петлевые

радиационные поправки и где уже сокращены инфракрасные расходимости.

Неупругие события могут быть сгенерированы в соответствии с одной

из трех описанных в разделе 4.2 моделей (базовое, модифицированное и улуч

шенное мягкофотонные приближения), либо же с использованием аккуратного

расчета, представленного в разделе 4.3. В последнем случае используется диф

ференциальное сечение (4.44), которое выражается через квадрат амплитуды

процесса ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾, |ℳbrems|2, заданный формулами (4.46) и (4.50)–(4.58).

Для выполнения свертки лептонных тензоров с протонными в формулах (4.50),
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(4.53) и (4.56) мы использовали систему компьютерной алгебры Mathematica

и пакет FeynCalc [76]. Детали этих вычислений могут быть найдены на веб

странице [77]. Полученные в результате формулы записаны через скалярные

произведения 𝑝𝑖 · 𝑝𝑗 четырех-импульсов 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 и 𝑝5. Мы использовали

команду cform, чтобы преобразовать эти громоздкие выражения, найденные

с помощью Mathematica, в код на языке программирования С++. Отметим,

что ни при выводе формулы (4.44) для дифференциального сечения, ни при

вычислении |ℳbrems|2 мы не пренебрегали массой лептона.

Мы выбрали в качестве базовых следующие кинематические переменные:

угол рассеяния лептона, энергия тормозного фотона, а также его полярный

и азимутальный углы. Энергия налетающего лептона (т. е. энергия пучка)

тоже считается заданной. Тогда остальные кинематические параметры частиц

в конечном состоянии могут быть вычислены (с точностью до произвольного

вращения относительно оси пучка) по формулам, приведенным в разделе 4.1.

Напомним, что кинематика процесса ℓ±𝑝→ ℓ±𝑝 𝛾 также была рассмотрена без

пренебрежения массой лептона.

При вычислении дифференциального сечения d𝜎0/dΩ3 и квадрата ампли

туды |ℳbrems|2 необходимо использовать определенную параметризацию для

формфакторов 𝐺𝐸(𝑄
2) и 𝐺𝑀(𝑄2). В генератор ESEPP заложены несколько мо

делей формфакторов: дипольная зависимость (1.48), а также параметризации

Келли [44] и Пакетта [87], обе имеющие вид (1.53)–(1.54). Кроме того, есть воз

можность использовать формфакторы (1.53)–(1.54) с произвольно заданными

численными коэффициентами. Заметим, что при использовании генератора

следует помнить о возможной зависимости результатов моделирования от вы

бранной параметризации для 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 .

С математической точки зрения ESEPP генерирует определенное количе

ство случайных 𝑛-мерных векторов (где 𝑛 есть число базовых кинематических

переменных, достаточных для полного описания кинематики события) в со

ответствии с заданным распределением вероятностей — дифференциальным
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сечением. Его работа основана на использовании генератора псевдослучайных

чисел, равномерно распределенных на отрезке от 0 до 1. В случае упругих

событий есть только одна базовая кинематическая переменная — угол рас

сеяния лептона, поэтому распределение вероятностей, которое описывается

формулой (4.68), является одномерным. При этом для разыгрывания случай

ных событий можно использовать простой метод браковки (другое название —

«выборка с отклонением» или «rejection sampling»). Однако в случае неупру

гих событий имеется 𝑛 = 4 базовых кинематических переменных (𝜃3, 𝐸5, 𝜃5

и 𝜑5), которые образуют четырехмерное фазовое пространство. Распределение

вероятностей также является четырехмерным и описывается формулами (4.16)

или (4.44). Очевидно, что это распределение имеет резко выраженные пики,

связанные с каждой из базовых кинематических переменных (например, из-за

того, что дифференциальное сечение возрастает при малых углах рассеяния,

малых энергиях тормозных фотонов и при их излучении вдоль налетающего

или рассеянного лептонов). В этом случае обычный метод браковки становится

чрезвычайно неэффективным для генерирования событий.

По этой причине мы использовали mFOAM [88, 89] — универсальный

адаптивный генератор событий и численный интегратор, встроенный в среду

ROOT [90] в качестве класса TFoam. Принцип работы mFOAM состоит в том,

что он делит многомерный фазовый объем на множество неравных прямо

угольных ячеек, плотность расположения которых наиболее высока там, где

имеются пики в распределении вероятностей. Это позволяет значительно

увеличить эффективность метода браковки для отдельно взятой ячейки.

Генератор mFOAM позволяет также численно интегрировать заданное распре

деление вероятностей (не являющееся в общем случае нормированным) по

всему фазовому объему. Мы используем эту возможность для вычисления

интегральных сечений рассматриваемых процессов. Это необходимо для того,

чтобы определить, сколько событий каждого из четырех типов (ℓ−𝑝 → ℓ−𝑝,

ℓ−𝑝 → ℓ−𝑝 𝛾, ℓ+𝑝 → ℓ+𝑝 и ℓ+𝑝 → ℓ+𝑝 𝛾) предстоит сгенерировать. Очевидное
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требование состоит в том, что интегральная светимость (представляющая

собой отношение числа событий к интегральному сечению) должна быть

одной и той же для каждого из этих процессов, а полное число всех событий

является параметром, задаваемым пользователем. Опишем теперь все входные

параметры ESEPP.

4.6.2. Входные параметры

Генератор событий ESEPP является консольным приложением, имеющим

интерактивный интерфейс командной строки. Все входные параметры вводят

ся пользователем в режиме диалога при каждом запуске ESEPP. Запрашивае

мая информация включает в себя пункты, перечисленные ниже.

1. Тип генерируемых событий: только 𝑒−𝑝; только 𝑒+𝑝; как 𝑒−𝑝, так и 𝑒+𝑝;

только 𝜇−𝑝; только 𝜇+𝑝; наконец, как 𝜇−𝑝, так и 𝜇+𝑝. Если требуется,

можно дополнительно сгенерировать события чисто упругого рассеяния

в соответствии с формулой Розенблюта (1.32). Такие события могут быть

полезны при учете радиационных поправок в экспериментах по измере

нию двухфотонного обмена (см. раздел 4.5).

2. Модель, используемая для учета внутренней структуры протона. Поль

зователь может выбрать одну из следующих опций: точечный протон,

имеющий магнитный момент 𝜇 (так, что 𝐺𝐸 ≡ 1 и 𝐺𝑀 ≡ 𝜇); протон

с формфакторами, описываемыми дипольной зависимостью (1.48); про

тон, имеющий формфакторы в соответствии с параметризациями Келли

или Пакетта; и протон, формфакторы которого заданы параметризаци

ей (1.53)–(1.54) с произвольными значениями численных коэффициентов

(пользователь может указать их в файле const.h).

3. Модель, используемая для учета тормозного излучения первого поряд

ка. Пользователь может выбрать базовое, модифицированное или улуч

шенное мягкофотонные приближения, описанные в разделе 4.2, или же
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аккуратный расчет, представленный в разделе 4.3. При использовании

базового мягкофотонного приближения все генерируемые события име

ют чисто упругую кинематику, поэтому эта опция не подходит для про

ведения реалистичного моделирования отклика детектора. В каждой из

четырех упомянутых моделей пользователь может учитывать только из

лучение лептоном, только излучение протоном или же полный эффект,

включающий в себя оба типа тормозного излучения и интерференцию

между ними.

4. Модель, используемая для учета поляризации вакуума. Пользователь

может выбирать между следующими тремя опциями: учет только вклада

электрон-позитронных пар, 𝛿𝑒vac (4.71); учет полного лептонного вклада

𝛿𝑒vac + 𝛿𝜇vac + 𝛿𝜏vac (2.13); или учет полной поправки 𝛿vac на поляризацию

вакуума в соответствии с параметризацией (4.77).

5. Модель, используемая для учета двухфотонного обмена (т. е. амплитуд

ℳbox и ℳxbox в мягкофотонном приближении). Пользователь может вы

брать либо выражения (4.65) и (4.63) Мо и Тсая, либо выражения (4.78)

и (4.79), полученные Максимоном и Тьёном. Во втором случае учитыва

ется дополнительная поправка 𝛿′2𝛾 (2.12) к величине 𝛿virt (4.69).

6. Некоторые кинематические параметры: полная энергия налетающих леп

тонов, 𝐸1; пороговая и максимальная энергии тормозных фотонов, 𝐸cut
5

и 𝐸max
5 (для неупругих событий выполняется условие 𝐸cut

5 < 𝐸5 < 𝐸max
5 );

минимальный и максимальный полярные углы рассеянного лептона, 𝜃min
3

и 𝜃max
3 (для всех событий выполняется условие 𝜃min

3 < 𝜃3 < 𝜃max
3 ); и его

минимальный и максимальный азимутальные углы, 𝜑min
3 и 𝜑max

3 (так, что

𝜑min
3 < 𝜑3 < 𝜑max

3 для всех событий). Пользователь может выбрать одно

из двух часто используемых соглашений для азимутальных углов — либо

0 6 𝜑 < 2𝜋, либо −𝜋 < 𝜑 6 +𝜋 (в радианах).
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7. Требуемое число событий. В случае, когда события ℓ−𝑝 - и ℓ+𝑝 -рассеяния

генерируются вместе, это полное число событий обоих типов. ESEPP опре

деляет число событий каждого типа, исходя из требования, чтобы инте

гральные светимости этих процессов были равны. Это же правило приме

няется, если дополнительно генерируются события чисто упругого рассе

яния в соответствии с формулой Розенблюта (1.32).

8. Названия и тип (*.dat или *.root) выходных файлов. Их формат де

тально описан в следующем разделе.

4.6.3. Формат выходных файлов

Генерируемые события записываются в файлы формата *.root или *.dat

(по выбору пользователя). Все выходные файлы сохраняются в ту же дирек

торию, откуда был запущен ESEPP. События для каждого из типов рассеива

емых лептонов записываются в отдельный файл — <pref>_e-.<ext> для 𝑒−,

<pref>_e+.<ext> для 𝑒+, <pref>_mu-.<ext> для 𝜇− и <pref>_mu+.<ext>

для 𝜇+. При этом расширение <ext> (которое может быть либо root, ли

бо dat) и префикс <pref> выбираются пользователем. Если дополнительно

генерируются события чисто упругого рассеяния в соответствии с формулой

Розенблюта (1.32), то они записываются в файл <pref>_e0.<ext> (в случае

𝑒±𝑝 -рассеяния) или <pref>_mu0.<ext> (в случае 𝜇±𝑝 -рассеяния). Помимо

выходных файлов c событиями, в той же самой директории создается тексто

вый файл <pref>_e.info (или <pref>_mu.info в случае 𝜇±𝑝 -рассеяния). Он

содержит список входных параметров, выбранных пользователем, а также

дополнительную информацию о сгенерированных событиях (число событий

различных типов, интегральные сечения и т. д.).

Выходные файлы *.root являются стандартными файлами формата

ROOT [90], содержащими «дерево» («tree» — объект класса TTree) с названием

ntp. Оно имеет девять «ветвей» («branches»), которые соответствуют следую
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щим девяти кинематическим переменным для частиц в конечном состоянии:

𝐸3, 𝜃3, 𝜑3, 𝐸4, 𝜃4, 𝜑4, 𝐸5, 𝜃5 и 𝜑5. Названия ветвей и их краткие описания

приведены в Таблице 4.1. Выходные файлы *.dat являются обычными тексто

выми файлами. Каждая строка этих файлов соответствует одному событию и

содержит те же самые девять кинематических переменных, записанных в том

же порядке, в котором они перечислены в Таблице 4.1.

Как уже упоминалось в разделе 4.6.1, генерируются события двух типов —

упругие (ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝) и неупругие (ℓ±𝑝 → ℓ±𝑝 𝛾). Для сохранения единого

формата данных каждое событие всегда содержит кинематические параметры

трех частиц (ℓ±, 𝑝 и 𝛾). В случае упругого рассеяния параметры 𝐸5, 𝜃5 и 𝜑5

положены равными нулю. События обоих типов равномерно перемешаны друг

с другом в выходных файлах.

Примеры событий упругого электрон-протонного рассеяния, сгенериро

ванных с помощью ESEPP, показаны на Рисунке 4.2. Выбранные кинематиче

ские параметры примерно соответствуют условиям описанного в Главе 5 экс

перимента на накопителе ВЭПП-3 (угловой диапазон LA сеанса I).

4.6.4. Исходный код и компиляция

Генератор событий ESEPP написан на языке программирования C++ с ис

пользованием некоторых классов ROOT [90]. В частности, класс TLorentzVector

Таблица 4.1. Список ветвей, содержащихся в дереве ntp.
№ Ветвь Переменная Описание
1 E_l 𝐸3 (МэВ) Полная энергия рассеянного лептона
2 theta_l 𝜃3 (радиан) Полярный угол рассеянного лептона
3 phi_l 𝜑3 (радиан) Азимутальный угол рассеянного лептона
4 E_p 𝐸4 (МэВ) Полная энергия протона отдачи
5 theta_p 𝜃4 (радиан) Полярный угол протона отдачи
6 phi_p 𝜑4 (радиан) Азимутальный угол протона отдачи
7 E_g 𝐸5 (МэВ) Энергия тормозного фотона
8 theta_g 𝜃5 (радиан) Полярный угол тормозного фотона
9 phi_g 𝜑5 (радиан) Азимутальный угол тормозного фотона
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Рис. 4.2. Примеры событий электрон-протонного рассеяния, сгенерированных с помощью
ESEPP. Использовались следующие входные параметры, примерно соответствующие услови
ям эксперимента на накопителе ВЭПП-3 (сеанс I, диапазон больших углов): 𝐸1 = 1600 МэВ,
55∘ 6 𝜃3 6 83∘, 1 МэВ 6 𝐸5 6 1000 МэВ, дипольная параметризация для формфакторов
протона и аккуратный расчет для тормозного излучения. На гистограмме (a) показано рас
пределение событий по полярному углу тормозного фотона. Хорошо заметны два пика, со
ответствующие излучению вдоль налетающего (𝜃5 ≈ 0∘) и рассеянного (55∘ . 𝜃5 . 83∘)
электронов. Гистограмма (b) иллюстрирует энергетический спектр тормозных фотонов.
Примечательно, что, начиная с 𝐸5 ≈ 300 МэВ, наблюдается подъем в спектре с ростом
энергии фотонов. На двумерной диаграмме (c), где каждому событию соответствует точ
ка, показана корреляция между полярными углами электрона и протона, 𝜃3 и 𝜃4. Красным
цветом отмечены упругие события. Наконец, диаграмма (d) иллюстрирует связь между
энергиями тормозного фотона и рассеянного электрона, 𝐸5 и 𝐸3. Отобраны только те собы
тия, для которых 𝜃3 < 56∘. Хорошо заметны две полосы, на которые приходится бо́льшая
часть точек. Нетрудно понять, что верхняя полоса соответствует излучению вдоль пучка,
а нижняя — вдоль рассеянного электрона.
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позволил упростить работу с четырех-импульсами частиц, класс TRandom3 ис

пользовался для генерирования псевдослучайных чисел, а класс TFoam был

полезен для разыгрывания событий и интегрирования сечения по многомерно

му фазовому объему. Исходный код ESEPP свободно доступен под лицензией

GNU GPL и может быть найден на веб-странице [77].

Для компиляции генератора достаточно запустить команду make, кото

рая создаст исполняемый файл. На компьютере предварительно должна быть

установлена среда ROOT (включая библиотеку MathMore, наличие которой легко

проверить, выполнив команду root-config --has-mathmore). ESEPP разраба

тывался и тестировался в операционной системе GNU/Linux, но ожидается,

что он также может работать на платформах MS Windows и OS X.
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Глава 5

Измерение вклада двухфотонного обмена

в сечения упругого 𝑒±𝑝 -рассеяния

5.1. Введение

Как следует из предыдущих глав, жесткий двухфотонный обмен счита

ется наиболее вероятной причиной того, что два разных экспериментальных

метода дают противоречивые результаты для отношения 𝐺𝐸/𝐺𝑀 электриче

ского формфактора протона к магнитному. Напомним, что соответствующий

вклад в сечение упругого электрон-протонного рассеяния записывается в низ

шем порядке по 𝛼 как

𝛿2𝛾 =
2Re

(︀
ℳ†

1𝛾ℳhard
2𝛾

)︀

|ℳ1𝛾|2
, (5.1)

где ℳhard
2𝛾 — это жесткая часть амплитуды двухфотонного обмена, не вклю

ченная в стандартные радиационные поправки. За последнее десятилетие бы

ли развиты следующие теоретические подходы к описанию жесткого двухфо

тонного обмена: адронные [91–96] и партонные [97, 98] модели; применение

дисперсионных соотношений [99–101]; предсказания в рамках пертурбативной

квантовой хромодинамики [102, 103]; расчеты с использованием мягко-колли

неарной эффективной теории поля (SCET) [103]; и многочисленные феноме

нологические параметризации [104–111]. Подробный обзор работ по двухфо

тонному обмену в упругом электрон-протонном рассеянии можно найти в ста

тьях [112, 113]. Отметим, что все перечисленные выше подходы являются в

той или иной степени модельно-зависимыми и поэтому нуждаются в экспери

ментальной проверке. Наиболее прямым способом измерения величины (5.1)

является сравнение между собой сечений упругого 𝑒+𝑝 - и 𝑒−𝑝 -рассеяния.

Попытки наблюдения эффекта жесткого двухфотонного обмена в экспе
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риментах по упругому 𝑒±𝑝 -рассеянию предпринимались в 1960-е годы [114–

121], но в то время измерения проводились либо при очень малых 𝑄2, либо с

плохой точностью. Все полученные тогда данные собраны в Таблице 5.1 и пока

заны на Рисунке 5.1 (за исключением двух точек при𝑄2 6 1 ГэВ2, для которых

в работе [118] не приведены численные значения). Измеряемое отношение 𝑅2𝛾

Таблица 5.1. Численные результаты экспериментов [114–117, 119–121] по сравнению сечений
упругого 𝑒+𝑝 - и 𝑒−𝑝 -рассеяния, проведенных в 1960-е годы.

№ Измерение
𝐸1 𝑄2

𝑅2𝛾(ГэВ) (ГэВ2)
1 Йонт и Пайн [114] 0.205 0.01 0.996± 0.012

2 (SLAC, 1962; 0.307 0.02 0.976± 0.018

3 данные взяты из [115]) 0.307 0.02 1.006± 0.018

4 0.307 0.05 1.004± 0.032

5 0.307 0.19 1.042± 0.060

6 Броуман и др. [115] 0.518 0.14 0.998± 0.023

7 (SLAC, 1965) 0.600 0.48 1.091± 0.067

8 0.700 0.27 1.010± 0.031

9 0.800 0.62 0.991± 0.084

10 0.850 0.60 1.038± 0.065

11 0.850 0.76 1.069± 0.040

12 0.850 0.76 1.207± 0.088

13 Андерсон и др. [116] 1.200 0.35–0.93 0.996± 0.020

(Cornell, 1966)
14 Бартель и др. [117] 2.340 0.454 1.012± 0.032

15 (DESY, 1967) 2.340 1.37 0.954± 0.057

16 Андерсон и др. [119] 0.800 0.15–0.31 0.991± 0.024

17 (Cornell, 1968) 0.800 0.31–0.62 0.992± 0.022

18 1.200 0.27–0.54 1.014± 0.025

19 1.200 0.54–0.70 0.968± 0.029

20 1.200 0.70–1.00 1.002± 0.045

21 Буке и др. [120] 0.380 0.31 1.036± 0.016

22 (Orsay, 1968) 0.980 1.24 1.079± 0.046

23 Мар и др. [121] 4.000 0.689 0.986± 0.016

24 (SLAC, 1968) 4.000 1.54 1.003± 0.022

25 4.000 2.44 1.040± 0.043

26 4.000 3.27 1.111± 0.123

27 10.00 0.204 1.010± 0.020

28 10.00 0.731 0.965± 0.045

29 10.00 3.79 1.024± 0.034

30 10.00 5.00 1.038± 0.059
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дается формулой (4.86), но входящую в неё зарядово-четную величину 𝑍𝛿2𝛾

мы для краткости будем теперь обозначать просто как 𝛿2𝛾:

𝑅2𝛾 =
1− 𝛿2𝛾
1 + 𝛿2𝛾

≈ 1− 2𝛿2𝛾. (5.2)

Важно отметить, что на Рисунке 5.1 отношение 𝑅2𝛾 представлено как

функция только от 𝑄2, при этом игнорируется его зависимость от 𝐸1 (или,

эквивалентно, от 𝜀). Это сделано потому, что двумерный график не позволя

ет показать 𝑅2𝛾 как функцию двух кинематических переменных. Разумеется,

такой упрощенный способ представления экспериментальных данных не явля

ется полностью корректным. Более аккуратный подход состоит в том, чтобы,

используя некоторую разумную модель, явным образом учесть функциональ

ную зависимость 𝑅2𝛾 от 𝜀. Покажем, как это сделать.

Следуя работе [111], предположим, что величина 𝛿2𝛾 может быть парамет

ризована как

𝛿2𝛾(𝑄
2, 𝜀) = 𝛿𝐹 − (1− 𝜀) ̃︀𝛿2𝛾(𝑄2), (5.3)

где

𝛿𝐹 = 𝛼𝜋
sin (𝜃3/2)

1 + sin (𝜃3/2)
= 𝛼𝜋

√
1− 𝜀√

1− 𝜀+
√
1 + 𝜀+ 2𝜀𝜏

(5.4)

— это так называемая поправка Фешбаха [47, 122], которая имеет правильную

асимптотику при 𝑄2 → 0. Второй член в выражении (5.3) выбран так, чтобы

он линейно зависел от 𝜀 и обращался в ноль при 𝜀 = 1. Далее, принимая во

внимание формулу (5.2), можно записать измеряемую величину 𝑅2𝛾 как

𝑅2𝛾(𝑄
2, 𝜀) ≈ 1− 2𝛿𝐹 + 2(1− 𝜀) ̃︀𝛿2𝛾(𝑄2). (5.5)

Отсюда получаем следующее выражение для ̃︀𝛿2𝛾:

̃︀𝛿2𝛾 =
𝑅2𝛾 − 1 + 2𝛿𝐹

2(1− 𝜀)
. (5.6)

Если исходная параметризация (5.3) справедлива, то введенная нами величина

(5.6) зависит только от 𝑄2. В то же время погрешность для ̃︀𝛿2𝛾, выражающаяся
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через погрешность для 𝑅2𝛾 как

Δ̃︀𝛿2𝛾 =
Δ𝑅2𝛾

2(1− 𝜀)
, (5.7)

зависит от значения 𝜀, при котором измерено 𝑅2𝛾. В частности, Δ̃︀𝛿2𝛾 < Δ𝑅2𝛾

при 𝜀 < 0.5 и Δ̃︀𝛿2𝛾 > Δ𝑅2𝛾 при 𝜀 > 0.5.

Значения ̃︀𝛿2𝛾, вычисленные по экспериментальным данным 1960-х годов,

показаны на Рисунке 5.2. Видно, что достигнутая тогда точность измерений

не позволяет сделать вывод об отличии величины ̃︀𝛿2𝛾 от нуля, т. е. о наличии

эффекта жесткого двухфотонного обмена.

Предложение провести на накопителе ВЭПП-3 новое прецизионное изме

рение 𝑅2𝛾 было опубликовано в 2004 г. и привлекло заметный интерес научного

сообщества [10]. В мае–июле 2007 г., после нескольких лет подготовки, состоял

ся пробный сеанс эксперимента. Основной набор данных осуществлялся в два

этапа, при двух разных энергиях пучка и конфигурациях детектора. В сеансе I,

который проводился в сентябре–декабре 2009 г., мы работали с пучками энер

гией 1.6 ГэВ. Сеанс II, при энергии 1 ГэВ, длился с сентября 2011 г. по март

2012 г. Предварительные результаты эксперимента неоднократно докладыва

лись на международных конференциях и отражены в работах [18–21]. Итого

вая статья была опубликована в начале 2015 г. в журнале «Physical Review

Letters» [15].

Одновременно с обсуждаемым экспериментом аналогичные измерения

проводились коллаборациями CLAS в Национальной лаборатории Джеффер

сона (Ньюпорт-Ньюс, США) и OLYMPUS в ускорительном центре DESY (Гам

бург, Германия). Коллаборация CLAS [79–81] использовала жидководородную

мишень и смешанный 𝑒±-пучок с энергией частиц в диапазоне от примерно 0.85

до 3.5 ГэВ, получаемый с помощью конверсии фотонного пучка. В эксперимен

те OLYMPUS [82, 83] применялась газовая водородная мишень, установленная

внутри накопительного кольца DORIS. Измерения проводились попеременно

с электронными и позитронными пучками, имеющими энергию 2 ГэВ. В обо
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Рис. 5.1. Данные для 𝑅2𝛾 в зависимости от 𝑄2, полученные в следующих экспериментах:
∙ Йонт и Пайн (1962) [114], � Броуман и др. (1965) [115], H Андерсон и др. (1966) [116],
� Бартель и др. (1967) [117], N Андерсон и др. (1968) [119], J Буке и др. (1968) [120] и IМар
и др. (1968) [121]. Горизонтальная шкала является логарифмической.
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Рис. 5.2. Данные для величины ̃︀𝛿2𝛾 (5.6) в зависимости от 𝑄2. Используются те же маркеры,
что и на Рисунке 5.1. Погрешности для ̃︀𝛿2𝛾 вычислены по формуле (5.7). Горизонтальная
шкала является логарифмической.
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их экспериментах были задействованы магнитные детекторы, что неизбежно

влечет за собой различие в аксептансах для электронов и позитронов. Оконча

тельные результаты измерений ВЭПП-3 [15] и CLAS [80] были опубликованы

одновременно, в одном и том же выпуске журнала «Physical Review Letters», а

два года спустя появились данные коллаборации OLYMPUS [83]. Мы сравни

ваем между собой результаты всех трех экспериментов в разделе 5.4.

5.2. Постановка эксперимента

5.2.1. Электрон-позитронный накопитель ВЭПП-3

Эксперимент проводился на электрон-позитронном накопителе ВЭПП-3,

который входит в состав работающего в ИЯФ СО РАН ускорительного ком

плекса ВЭПП-4 [123]. Хотя первоочередной задачей ВЭПП-3 является накоп

ление и инжекция электронов и позитронов в основное кольцо коллайдера

ВЭПП-4М, он также активно используется в качестве источника синхротрон

ного излучения и для проведения ядерно-физических экспериментов с внутрен

ними газовыми мишенями. Накопитель ВЭПП-3 был построен в 1967–71 гг. и

модернизирован в 1986–87 гг. Помимо основного кольца, в его состав входят

следующие элементы (см. схему на Рисунке 5.3): высоковольтный ускоритель

электронов ЭЛИТ-3А, импульсный гирокон, линейный ускоритель на энергию

до 50 МэВ, конверсионная система для получения позитронов, синхротрон Б-4

на энергию до 350 МэВ, а также каналы транспортировки пучка [123]. Начиная

с 2016 г., для обеспечения ВЭПП-3 электронами и позитронами используется

новый инжекционный комплекс ВЭПП-5 [124], однако эта модернизация была

проведена уже после завершения рассматриваемого нами эксперимента.

Основное кольцо накопителя состоит из двух прямолинейных промежут

ков длиной 12 м каждый (обозначены на Рисунке 5.3 номерами 2 и 4) и двух

полуколец со средним радиусом 8 м. Внутренняя мишень и детектор установ

лены на прямолинейном промежутке №2, между резонаторами RF72 и RF8.
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Рис. 5.3. Схема расположения элементов накопителя ВЭПП-3 [123].
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Длина орбиты накопителя составляет 74.4 м, а энергия пучка может меняться

в диапазоне от 350 МэВ (энергия инжекции) до 2 ГэВ. Как электроны, так и

позитроны движутся в кольце в одном направлении (против часовой стрелки),

для чего при смене полярности пучка производится соответствующая перепо

люсовка элементов магнитной системы.

Накопленный и ускоренный до энергии 2 ГэВ позитронный ток может до

стигать ≈ 50 мА. Скорость накопления позитронов при частоте инжекции 1 Гц

составляет около 50 мкА/с. Накопление электронов происходит гораздо быст

рее, со скоростью 2–5 мА/с. В описываемом эксперименте ВЭПП-3 работал в

односгустковом режиме. При энергии пучка 2 ГэВ поперечные размеры сгуст

ка в районе мишени составляют 𝜎𝑥 = 2.0 мм и 𝜎𝑦 = 0.5 мм (по горизонтали и

вертикали, соответственно), а его длина — 15 см [125].

Типичный режим работы накопителя во время эксперимента показан на

Рисунке 5.4. При наборе данных пучки электронов и позитронов регулярно

чередовались, что помогло уменьшить систематические погрешности измере
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Рис. 5.4. Режим работы накопителя ВЭПП-3 во время набора данных во II сеансе экспери
мента. Красным цветом показан ток позитронов, зеленым — ток электронов, а черным —
время жизни пучка (по состоянию на 9 января 2012 г.).
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ния (см. раздел 5.3.3). Полный экспериментальный цикл, состоящий из одного

электронного и одного позитронного «спусков», занимал около 1 часа. Всего

в ходе эксперимента было проведено почти 7000 спусков, каждый из которых

включал в себя следующие основные этапы: накопление пучка, его ускорение

до нужной энергии, включение мишени, набор данных в течение ≈ 15 минут,

сброс пучка и переполюсовка магнитной системы. Из Рисунка 5.4, на котором

показано четыре спуска, хорошо видно, что накопление позитронов происхо

дило намного медленнее, чем накопление электронов. Для каждого спуска мы

старались поддерживать одинаковые начальные и конечные токи, энергии и

положения пучков.

5.2.2. Измерение положения и энергии пучка

Положение пучка контролировалось во время набора данных с помощью

имеющейся на ВЭПП-3 системы электростатических пикап-электродов [123].

Ближайшими к мишени являются пикап-станции 2p3 и 2p5 (см. Рисунок 5.3). К

сожалению, экспериментальный промежуток содержал квадрупольные линзы,

которые могли искажать траекторию пучка между электродами 2p3 и 2p5.

По этой причине положение пучка в районе мишени определялось с помощью

трековой системы детектора. Метод заключается в том, что, имея множество

треков рассеянных лептонов и восстанавливая точку их пересечения, можно

найти горизонтальную и вертикальную координаты центра пучка. Кроме того,

несколько раз в ходе эксперимента проводились измерения положения пучка с

помощью подвижных механических пробников, установленных с обоих сторон

от мишени. Всё это позволило определять относительные положения пучков

с точностью 0.07 и 0.15 мм в горизонтальном и вертикальном направлениях,

соответственно.

Прецизионное измерение энергии пучка осуществлялось в режиме реаль

ного времени с помощью метода обратного комптоновского рассеяния [14, 126].

В этом методе регистрируется энергетический спектр фотонов, образующихся
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при рассеянии лазерного инфракрасного излучения на ультрарелятивистских

электронах/позитронах пучка (см. схему на Рисунке 5.5). Максимально воз

можная энергия комптоновских квантов достигается тогда, когда происходит

их рассеяние на 180∘ при лобовом столкновении лазерного луча и пучка:

𝜔max = 𝜔0
𝐸1 +

√︀
𝐸2

1 −𝑚2
𝑒

𝐸1 −
√︀
𝐸2

1 −𝑚2
𝑒 + 2𝜔0

, (5.8)

где 𝜔0 — это начальная энергия лазерных фотонов,𝐸1 — полная энергия частиц

пучка и 𝑚𝑒 — масса электрона. Энергии 𝜔max соответствует резкий край в

комптоновском спектре. Зная 𝜔0 и 𝜔max, легко определить энергию пучка по

формуле

𝐸1 =
𝜔max

2

⎛
⎝1 +

√︃
1 +

𝑚2
𝑒

𝜔0 𝜔max

⎞
⎠ , (5.9)

которая была получена из (5.8) в предположении, что 𝜔0 ≪ 𝜔max.

Рисунок 5.5 иллюстрирует принцип работы системы измерения энергии

пучка на ВЭПП-3. В качестве источника инфракрасного излучения использо

вался CO2-лазер GEM Select 50 фирмы «Coherent», имеющий выходную мощ

ность до 50 Вт. Лазерные фотоны с энергией 𝜔0 = 0.1170652 эВ (длина волны
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Рис. 5.5. Схема расположения элементов системы измерения энергии пучка на ВЭПП-3 [14].
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𝜆0 ≈ 10.591 мкм) фокусировались и вводились в вакуумную камеру накопите

ля с помощью линз и входного окна, изготовленных из селенида цинка. Для

точного позиционирования лазерного луча использовалось подвижное зерка

ло, управляемое дистанционно с помощью шаговых двигателей. Рассеянные

назад комптоновские фотоны, энергия которых достигала нескольких МэВ,

регистрировались с помощью детектора GC2518 из особо чистого германия

(HPGe), изготовленного фирмой «Canberra». Германиевый детектор обеспечи

вает высокое энергетическое разрешение (Δ𝜔/𝜔 ≈ 10−3) при удовлетворитель

ной эффективности регистрации гамма-квантов. Для калибровки его энергети

ческой шкалы использовались монохроматические линии гамма-излучения ра

диоактивных изотопов 137Cs, 60Co и 208Tl. Более детальное описание процедуры

измерения энергии пучка в рассматриваемом эксперименте дано в статье [14].

Метод обратного комптоновского рассеяния позволил нам в режиме ре

ального времени определять энергию пучка в каждом спуске с абсолютной

точностью 70 кэВ для сеанса I и 40 кэВ для сеанса II (Δ𝐸1/𝐸1 = 4.4 · 10−5

и 4.0 · 10−5, соответственно). Результаты измерения показаны на Рисунке 5.6

в зависимости от номера спуска для обоих сеансов эксперимента. Видно, что

систематическая разница между энергиями электронов и позитронов не превы

шала величины в 400 кэВ. Кроме того, точное знание энергии пучка позволило

нам внести соответствующие небольшие поправки на этапе анализа данных.

5.2.3. Внутренняя газовая мишень

Описываемый эксперимент основан на использовании метода сверхтонкой

внутренней мишени [17, 127–129], предложенного и развитого в ИЯФ СО РАН.

Этот метод обеспечивает следующие важные преимущества перед эксперимен

тами с выведенными пучками:

∙ возможность использования уникальных мишеней (прежде всего, поля

ризованных газовых) и уникальных пучков (например, позитронных);
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Рис. 5.6. Результаты измерения энергии пучка для каждого из спусков в первом (a) и
втором (b) сеансах эксперимента. Зеленые кружки соответствуют электронным спускам,
а красные квадраты — позитронным.
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∙ возможность достижения высокой светимости благодаря более эффек

тивному использованию накопленных частиц;

∙ благоприятные фоновые и кинематические условия эксперимента, позво

ляющие регистрировать на совпадении «мягкие» вторичные частицы без

искажения мишенью их параметров;

∙ практически непрерывный режим работы.

Простейшей внутренней газовой мишенью является направленная струя

газа, которую многократно пересекает циркулирующий в накопителе пучок

заряженных частиц. Для увеличения толщины такой мишени было предложе

но напускать газ внутрь специальной накопительной ячейки — полой длинной

трубки, расположенной соосно пучку. Впервые эта идея была реализована на

накопителе ВЭПП-3, где поляризованная дейтериевая мишень использовалась

для измерения компоненты 𝑇20 тензорной анализирующей способности реак

ции упругого электрон-дейтронного рассеяния [130, 131].

В эксперименте по двухфотонному обмену на ВЭПП-3 была использована

накопительная ячейка, аналогичная описанной в работе [132]. Она представля

ет собой трубку длиной 400 мм, изготовленную из алюминиевой фольги толщи

ной 30 мкм и имеющую поперечное сечение эллиптической формы с размерами

13 × 24 мм. В центр накопительной ячейки подавался сверхчистый водород.

Газ, вытекающий в вакуумную камеру из обоих концов ячейки, откачивался с

помощью четырех криогенных насосов. Давление водорода было максимально

в центре ячейки (≈ 1.5 · 10−3 торр) и линейно падало по мере приближения

к её краям. Общая толщина мишени составляла примерно 1015 атом/см2, что

при среднем токе пучка в 20 мА соответствует светимости 1.2 · 1032 см−2 с−1.

Поток газа, поступающего в накопительную ячейку, а также её темпера

тура контролировались и поддерживались на постоянном уровне в ходе экс

перимента. От этих величин зависит толщина мишени, которая должна была
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быть одинаковой при наборе данных с электронными и позитронными пучка

ми. Заметим, что точность, с которой мы контролировали толщину мишени и

ток пучка, была недостаточной для того, чтобы по ним можно было аккуратно

нормировать светимость.

5.2.4. Система регистрации частиц

Рассеянный лептон (электрон или позитрон) и протон отдачи регистриро

вались на совпадении с помощью широкоапертурного немагнитного детектора

(см. Рисунок 5.7). Детектор состоял из двух секторов — верхнего и нижнего,

которые были практически идентичны и располагались симметрично относи

тельно медианной плоскости накопительного кольца. Азимутальный аксептанс

каждого из них составлял Δ𝜑 = 60∘. Наличие двух симметричных секторов

позволило не только вдвое увеличить угловой аксептанс детектора, но и пода

вить систематические погрешности измерения, связанные с возможным сдви

гом пучка по вертикали.

Как можно понять из Рисунка 5.7, детектор имел две разные конфигу

рации в сеансах I и II. В первом сеансе были задействованы следующие три

угловых диапазона: 7∘–16∘ (малые углы, SA), 15∘–28∘ (средние углы, MA) и

55∘–83∘ (большие углы, LA). Соответственно, имелось три пары «плеч» детек

тора. Плечи малых углов (SA) регистрировали только рассеянные электроны

или позитроны, а плечи MA и LA — как лептоны, так и протоны отдачи. На

пример, если заряженный лептон рассеивался в диапазон SA, MA или LA, то

протон отдачи детектировался на совпадении расположенным по другую сто

рону от медианной плоскости плечом LA, LA или MA, соответственно.

Плечи LA и MA в первом сеансе включали в себя следующие компоненты:

две многопроволочные пропорциональные камеры (MWPC) и четыре дрейфо

вые камеры для восстановления треков заряженных частиц; четыре сегмен

тированных электромагнитных калориметра, составленных из кристаллов CsI

и NaI и служивших для измерения энергии рассеянных лептонов; и шесть
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сцинтилляционных счетчиков на основе полистирола, использовавшихся для

запуска триггера и идентификации протонов. Радиационная толщина каждого

LA-калориметра была примерно 10.6𝑋0, а каждого MA-калориметра — 8.3𝑋0.

В плечах малых углов использовались два многослойных калориметра типа

«сэндвич», имеющих радиационную толщину 8.6𝑋0 каждый (см. врезку на

Рисунке 5.7a).

Во втором сеансе были задействованы только два угловых диапазона:

15∘–30∘ (средние углы, MA) и 65∘–105∘ (большие углы, LA). По сравнению

с первым сеансом, диапазон LA был расширен и сдвинут в сторону бо́льших

углов. Радиационная толщина LA-калориметров при этом осталась прежней

(10.6𝑋0). В плечи MA были дополнительно установлены сцинтилляторы на ос

нове полистирола толщиной 12 см. Только верхнее MA-плечо содержало элек

тромагнитный калориметр, который планировалось использовать для провер

ки модели тормозного излучения, заложенной в генераторе событий ESEPP.

Предполагалось, что удастся зарегистрировать достаточное количество собы

тий, содержащих жесткий тормозной фотон, однако на практике выделение

таких событий оказалось затруднено.

Использование в обоих сеансах немагнитного детектора позволило обес

печить равенство его аксептансов для электронов и позитронов. Рассеянные

магнитные поля, создаваемые элементами накопительного кольца, также бы

ли малы в районе мишени и детектора (< 3 Гс). В отсутствие магнитных полей

на пропорциональные и дрейфовые камеры детектора попадает интенсивный

поток электронов низких энергий, образующихся в результате рассеяния ча

стиц пучка на атомных электронах мишени (мёллеровское и Баба́-рассеяние).

Для подавления этого фона перед трековыми детекторами были установле

ны слои поглощающего материала — пластины бериллия толщиной 6 мм для

больших углов и листы оргстекла толщиной 30 мм для средних углов.

События рассеяния лептона в угловой диапазон SA в первом сеансе и в

диапазон MA во втором сеансе использовались только для нормирования свети
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мости. Два соответствующих кинематических интервала мы будет обозначать

с помощью аббревиатуры LNP (от англ. «Luminosity Normalization Point»).

Для них выполняются условия 𝑄2 ≈ 0.1 ГэВ2 и 𝜀 > 0.9. Считается, что эф

фект жесткого двухфотонного обмена при такой кинематике мал [113, 133],

поэтому величина 𝑅LNP
2𝛾 должна быть очень близка к единице. Это условие

используется нами для того, чтобы обеспечить равенство светимостей, набран

ных с электронными и позитронными пучками (см. также раздел 5.4).

5.3. Анализ экспериментальных данных

5.3.1. Выделение событий упругого рассеяния

Выделение событий упругого рассеяния в рассматриваемом эксперименте

не представляло большой сложности. Для этого использовались следующие ки

нематические корреляции, присущие двухчастичной реакции (см. раздел 1.1):

∙ корреляция между полярными углами рассеянного лептона и протона

отдачи, 𝜃3 и 𝜃4:

tg 𝜃4 =
𝑀

𝑀 + 𝐸1
ctg

𝜃3
2
; (5.10)

∙ корреляция между азимутальными углами рассеянного лептона и прото

на отдачи, 𝜑3 и 𝜑4:

|𝜑4 − 𝜑3| = 𝜋; (5.11)

∙ корреляция между углом рассеяния лептона, 𝜃3, и его энергией, 𝐸3:

𝐸3 =
𝑀𝐸1

𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)
; (5.12)

∙ корреляция между углом рассеяния лептона, 𝜃3, и энергией протона от

дачи, 𝐸4:

𝐸4 =𝑀 + 𝐸1 −
𝑀𝐸1

𝑀 + 𝐸1(1− cos 𝜃3)
. (5.13)
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Для разных типов событий (т. е. в зависимости от того, в какой из угловых

диапазонов рассеивался лептон) использовались различные комбинации со

ответствующих кинематических ограничений. Идентификация «медленных»

протонов отдачи осуществлялась по их времени пролета, а при более высокой

энергии — с помощью d𝐸/d𝑥-метода. Для отделения лептонов от заряженных

𝜋-мезонов накладывалось ограничение на энерговыделение в электромагнит

ном калориметре.

Описанная процедура позволила существенно подавить вклад фоновых

событий, основными источниками которых являются следующие реакции элек

тро- и фоторождения пионов:

𝑒 𝑝→ 𝑒 𝑛 𝜋+, (5.14)

𝑒 𝑝→ 𝑒 𝑝 𝜋0, (5.15)

𝛾*𝑝→ 𝑛𝜋+, (5.16)

𝛾*𝑝→ 𝑝 𝜋+𝜋−. (5.17)

Влияние этих процессов моделировалось в среде Geant4 [84] с использованием

генератора событий, разработанного на основе параметризаций MAID2007 и

2-PION-MAID [134]. Моделирование показало, что в обоих сеансах доля фоно

вых событий, прошедших отбор, не превышает 4% при рассеянии лептона на

большие углы, а для остальных угловых диапазонов пренебрежимо мала.

5.3.2. Учет радиационных поправок

Напомним, что интерференция между тормозным излучением лептоном

и протоном имеет разные знаки в случае 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния, влияя таким

образом на измеряемое отношение сечений. Этот эффект сравним по величине

с изучаемым вкладом жесткого двухфотонного обмена, поэтому учет стандарт

ных радиационных поправок является важной частью процедуры анализа экс

периментальных данных.
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Для учета радиационных поправок мы использовали реалистичную мо

дель детектора в среде Geant4 и генератор событий ESEPP, описанный в раз

деле 4.6. При генерировании событий были выбраны следующие опции: ди

польная параметризация для формфакторов протона; аккуратный расчет вне

мягкофотонного приближения для тормозного излучения первого порядка; по

правка на поляризацию вакуума, включающая в себя адронный вклад; и учет

мягкого двухфотонного обмена в соответствии с подходом Мо и Тсая [49].

Поскольку мы ограничились рассмотрением тормозного излучения толь

ко первого порядка по 𝛼, следует обсудить точность этого приближения. Как

уже упоминалось в разделе 2.1, излучение мягких тормозных фотонов может

быть учтено во всех порядках по 𝛼 путем экспоненцирования величины 𝛿(Δ𝐸),

т. е. с помощью следующей замены:

1 + 𝛿(Δ𝐸) → 𝑒𝛿(Δ𝐸). (5.18)

Хотя эта процедура не может быть напрямую использована в генераторе со

бытий, она позволит нам получить грубую оценку вклада тормозного излуче

ния более высоких порядков по 𝛼 [13]. Для этого выберем следующие кинема

тические параметры, примерно соответствующие условиям эксперимента на

ВЭПП-3: 𝐸1 = 1 ГэВ, 𝑄2 = 1 ГэВ2 и Δ𝐸 = 0.1 ГэВ. Далее, используя выраже

ние (II.6) из работы Мо и Тсая [49] и формулу (2.8) Максимона и Тьёна [50],

вычислим радиационные поправки 𝛿− и 𝛿+ для случая 𝑒−𝑝 - и 𝑒+𝑝 -рассеяния,

соответственно. Полученные численные значения приведены в Таблице 5.2.

Из этой таблицы следует, что для случая 𝑒−𝑝 -рассеяния пренебрежение

экспоненцированием при извлечении дифференциального сечения приводит

Таблица 5.2. Численные значения радиационных поправок для случая, когда 𝐸1 = 1 ГэВ,
𝑄2 = 1 ГэВ2 и Δ𝐸 = 0.1 ГэВ.

Расчет 1 + 𝛿− 𝑒𝛿
−

1 + 𝛿+ 𝑒𝛿
+ 1+𝛿−

1+𝛿+ 𝑒𝛿
−−𝛿+

Мо и Тсай [49] 0.9794 0.9796 0.9993 0.9993 0.9801 0.9803
Максимон и Тьён [50] 0.9725 0.9729 1.0001 1.0001 0.9724 0.9728
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к относительной ошибке в 0.02% (расчет Мо и Тсая) и 0.04% (расчет Мак

симона и Тьёна). Для 𝑒+𝑝 -рассеяния соответствующие ошибки ещё меньше.

Важно отметить, что различие в извлекаемых сечениях при использовании

двух разных расчетов составляет 0.7%, что значительно превосходит эффект

от экспоненцирования. Наконец, если нас интересует только отношение сече

ний 𝜎(𝑒+𝑝) и 𝜎(𝑒−𝑝), то замена поправочного множителя (1 + 𝛿−)/(1 + 𝛿+) на

exp (𝛿− − 𝛿+) приводит к изменению значения 𝑅2𝛾 на 0.02% и 0.04% согласно

формулам Мо–Тсая и Максимона–Тьёна, соответственно. Для обсуждаемого

эксперимента такие поправки являются пренебрежимо малыми.

Другой вклад порядка 𝛼3, которым мы тоже пренебрегли, возникает от

диаграмм (d) и (e) на Рисунке 2.1 с возбужденным протоном в промежуточ

ном состоянии. Как было показано Герасимовым и Фадиным в работе [135],

учет тормозного излучения с возбуждением резонанса Δ(1232) в условиях экс

перимента на ВЭПП-3 дает поправку 𝛿Δ < 0.01% к сечению d𝜎0/dΩ3, что

полностью оправдывает обсуждаемое приближение.

Уже многократно упоминалось, что поправки, возникающие из-за тормоз

ного излучения, сильно зависят от конкретных кинематических ограничений,

использованных для выделения событий упругого рассеяния. Примененные на

ми угловые ограничения можно описать с помощью параметров Δ𝜑 и Δ𝜃 как

||𝜑3 − 𝜑4| − 𝜋| < Δ𝜑, (5.19)

|𝜃4 − 𝜃*4| < Δ𝜃, (5.20)

где 𝜑3 и 𝜑4 — это измеренные азимутальные углы лептона и протона, 𝜃4 —

измеренный полярный угол протона, а 𝜃*4 — ожидаемое значение 𝜃4, вычислен

ное из 𝜃3 и 𝐸1 с помощью формулы (5.10). Рисунок 5.8 иллюстрирует высокую

чувствительность радиационных поправок к параметру Δ𝜑 = Δ𝜃. Из него вид

но, что показанное красными квадратами «сырое» отношение сечений сильно

меняется при варьировании Δ𝜑 и Δ𝜃, однако эта зависимость исчезает после

учета радиационных поправок (черные кружки). Это свидетельствует в пользу
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Рис. 5.8. Отношение сечений до (красные квадраты) и после (черные кружки) применения
радиационных поправок в зависимости от ограничения на углы 𝜑 и 𝜃. Показаны события
рассеяния лептона в угловой диапазон LA во втором сеансе эксперимента.

корректности используемой нами процедуры. Из Рисунка 5.8 также следует,

что бо́льшая часть наблюдаемого отличия «сырого» отношения 𝑅 от единицы

обусловлена интерференцией между тормозным излучением лептоном и про

тоном. Поэтому для корректного выделения эффекта двухфотонного обмена

чрезвычайно важно правильно учесть стандартные радиационные поправки.

Другим использованным кинематическим ограничением является ограни

чение на энергию рассеянного лептона. Оно может быть параметризовано как

𝐸𝜃 − 𝐸cal < Δ𝐸, (5.21)

где 𝐸𝜃 вычисляется из угла 𝜃3 по формуле (5.12), а 𝐸cal определяется по энер

говыделению в калориметре. В рассматриваемом эксперименте условие (5.21)

является консервативным, а радиационные поправки определяются, главным

образом, угловыми ограничениями (5.19) и (5.20).

Найденные с помощью моделирования детектора в среде Geant4 величи

ны 𝑁−
sim/𝑁

0
sim и 𝑁+

sim/𝑁
0
sim приведены в разделе 5.4, в котором обсуждаются

результаты эксперимента. Также там указаны численные значения парамет

ров Δ𝜑, Δ𝜃 и Δ𝐸/𝐸𝜃, характеризующих использованные нами кинематиче
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ские ограничения. Отметим, что отношения 𝑁−
sim/𝑁

0
sim и 𝑁+

sim/𝑁
0
sim могут быть

интерпретированы как радиационные поправки (1 + 𝛿−) и (1 + 𝛿+), соответ

ственно. Для их учета значения 𝑅2𝛾 вычислялись по количеству зарегистриро

ванных событий обоих типов (𝑁−
meas и 𝑁+

meas) с помощью формул, полученных

в разделе 4.5.

5.3.3. Систематические погрешности измерения

Ещё на этапе подготовки эксперимента были предприняты меры для сни

жения систематических погрешностей измерения. В частности, использование

немагнитного детектора обеспечивает идентичные аксептансы для электронов

и позитронов. Его симметричная конфигурация помогает подавить негативные

эффекты, возникающие из-за возможного вертикального смещения и наклона

пучка относительно медианной плоскости накопителя. Далее, используемая

нами процедура нормирования светимости позволяет исключить из рассмот

рения толщину мишени и интеграл тока пучка. Наконец, частое чередование

электронных и позитронных спусков способствует подавлению эффектов, свя

занных с медленным дрейфом во времени эффективности регистрации.

Различные вклады в систематическую погрешность измерения перечис

лены в Таблице 5.3 для четырех кинематических интервалов, которые были

выбраны нами для представления результатов. Интервалы №1 и №2 соответ

ствуют рассеянию лептонов в диапазоны LA и MA в первом сеансе, а интерва

лы №3 и №4 представляют диапазон LA сеанса II, разбитый на две части.

Первые три вклада, представленные в Таблице 5.3, возникают из-за неко

торого различия в экспериментальных условиях при наборе данных с элек

тронными и позитронными пучками. Вклад (1) очень мал благодаря тому, что

энергия пучка прецизионно контролировалась в режиме реального времени с

помощью системы обратного комптоновского рассеяния, описанной в разде

ле 5.2.2. Второй вклад существенно больше и обусловлен различием в положе

ниях пучков. Третий эффект, влияние которого сильно подавлено благодаря
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Таблица 5.3. Различные эффекты, дающие вклад в систематическую погрешность измере
ния величины 𝑅2𝛾 (в %).

Сеанс I Сеанс II

№1 №2 №3 №4

(1) Неравные энергии пучков 0.024 0.015 0.014 0.014
(2) Неравные положения пучков 0.162 0.172 0.047 0.017
(3) Неравные эффективности регистрации 0.055 0.055 0.031 0.031
(4) Кинематические ограничения 0.207 0.019 0.022 0.022
(5) Вычитание фона 0.140 0.050 0.070 0.050
(6) Радиационные поправки 0.090 0.050 0.130 0.040
Суммарная систематическая погрешность, Δ𝑅syst

2𝛾 0.32 0.20 0.16 0.08

чередованию электронных и позитронных спусков, вызван, главным образом,

дрейфом во времени эффективности трековой системы. Чтобы оценить эту

эффективность, мы отбирали события с совпадением лептона и протона (игно

рируя на этом этапе данные дрейфовых и пропорциональных камер), а затем

смотрели, для какой доли таких событий можно было восстановить треки при

использовании всей доступной информации.

Вклады (4), (5) и (6) вносятся при отборе событий и их последующем

анализе. Первый из них был оценен по тому, как меняются результаты изме

рения при варьировании кинематических ограничений (после учета соответ

ствующего эффекта статистических флуктуаций). Вклад (5) возникает из-за

вычитания фона. Наконец, точность учета радиационных поправок ограниче

на, главным образом, их модельной зависимостью от используемой парамет

ризации для формфакторов протона и тем, что мы рассматриваем тормозное

излучение только первого порядка.

Все перечисленные выше факторы затрагивают также и процедуру нор

мирования светимости. Отметим, что ошибки, вызываемые эффектами (1),

(2) и (3) в точках LNP, коррелируют с соответствующими ошибками для то

чек №1–4. По этой причине мы включили все погрешности для точек LNP в

систематические погрешности, приведенные в Таблице 5.3. Аналогично, ста

тистические погрешности, связанные с процедурой нормирования светимости,
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учтены в статистических погрешностях для величины 𝑅2𝛾 в точках №1–4.

5.4. Результаты эксперимента и обсуждение

Основные численные характеристики и результаты эксперимента на на

копителе ВЭПП-3 приведены в Таблице 5.4. В частности, там перечислены

следующие кинематические параметры: энергия пучка 𝐸1; минимальное 𝜀min,

максимальное 𝜀max и среднее ⟨𝜀⟩ (соответствующее «центру тяжести») значе

ния величины 𝜀 (1.31) для каждого из бинов; среднее значение ⟨𝑄2⟩ квадрата

переданного импульса; и среднее значение ⟨𝜃3⟩ угла рассеяния лептона. При

веденные далее параметры Δ𝜑, Δ𝜃 и Δ𝐸/𝐸𝜃 характеризуют использованные

нами кинематические ограничения (см. раздел 5.3.2). Величины 𝑁−
sim/𝑁

0
sim и

𝑁+
sim/𝑁

0
sim выражают радиационные поправки, которые мы применили к «сы

рому» отношению сечений 𝑅 (как описано в разделах 4.5 и 5.3.2). Наконец, в

последних трех строках Таблицы 5.4 представлены искомое отношение 𝑅2𝛾 и

соответствующие статистическая Δ𝑅stat
2𝛾 и систематическая Δ𝑅syst

2𝛾 погрешно

сти. Отметим, что указанные значения 𝑅2𝛾 получены в предположении, что

𝑅LNP
2𝛾 = 1 в точках LNP. Альтернативный способ нормирования светимости

обсуждается ниже.

На Рисунке 5.9 наши результаты сравниваются с данными, полученными

в 1960-х годах [115–117, 119], а также с несколькими теоретическими и феноме

нологическими предсказаниями [92, 100, 110, 111, 136, 137]. Показаны только

те старые данные, которые примерно соответствуют нашей кинематике, опре

деляемой фиксированной энергией пучка и значением 𝜀 или 𝑄2. Как видно

из рисунка, наши результаты согласуются с данными прошлых измерений, но

существенно превосходят их по точности. Далее, можно сделать вывод о том,

что адронные вычисления [92, 100] хорошо соответствуют данным сеанса I, но

дают завышенные значения 𝑅2𝛾 для сеанса II. В то же время феноменологиче

ская модель [111] предсказывает несколько заниженные значения 𝑅2𝛾 во всех
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четырех точках. Заметим, что мы применили к этой модели поправку (2.12)

для того, чтобы перейти от исходного описания мягкой части двухфотонного

обмена по Максимону и Тьёну к используемому нами соглашению Мо–Тсая.

Следует подчеркнуть, что модели [92, 100, 111] разрешают противоречие для

формфакторов протона при больших 𝑄2 и полностью сводят его к эффекту

жесткого двухфотонного обмена. Три других предсказания [110, 136, 137] пло

хо согласуются с новыми данными.

Нормирование светимости может быть произведено иначе, в соответствии

с проверяемой моделью. В этом случае каждое из полученных нами четырех

значений 𝑅2𝛾 должно быть домножено на соответствующую величину 𝑅LNP
2𝛾 ,

предсказываемую моделью. Это иллюстрируется Таблицей 5.5, в которой ука

заны нормировочные коэффициенты — значения 𝑅LNP
2𝛾 — для каждой из тео

рий [92, 100, 110, 111, 136, 137]. Там же приведены значения 𝜒2 (деленные на

число степеней свободы, 𝑛d.f. = 4), количественно характеризующие степень

согласия между предсказаниями и нашими данными. Вторая и третья колон

ки таблицы соответствуют нормировке светимости на единицу (𝑅LNP
2𝛾 = 1), а

Таблица 5.4. Кинематические параметры и результаты эксперимента.
Сеанс I Сеанс II

№1 №2 LNP №3 №4 LNP

𝐸1 (ГэВ) 1.594 1.594 1.594 0.998 0.998 0.998
𝜀min 0.29 0.89 0.96 0.18 0.33 0.88
𝜀max 0.58 0.97 0.99 0.33 0.51 0.97
⟨𝜀⟩ 0.452 0.932 0.980 0.272 0.404 0.931
⟨𝑄2⟩ (ГэВ2) 1.51 0.298 0.097 0.976 0.830 0.128
⟨𝜃3⟩ 66.2∘ 20.8∘ 11.4∘ 91.3∘ 75.4∘ 21.4∘

Δ𝜑, Δ𝜃 3.0∘ 5.0∘ · · · 3.0∘ 3.0∘ · · ·
Δ𝐸/𝐸𝜃 0.25 0.45 · · · 0.29 0.29 · · ·
𝑁−

sim/𝑁
0
sim 0.9981 1.0563 · · · 1.0117 0.9898 · · ·

𝑁+
sim/𝑁

0
sim 1.0347 1.0600 · · · 1.0501 1.0206 · · ·

𝑅 1.0705 1.0037 · · · 1.0555 1.0447 · · ·
𝑅2𝛾 1.0332 1.0002 1 1.0174 1.0133 1
Δ𝑅stat

2𝛾 ±0.0112 ±0.0012 · · · ±0.0049 ±0.0037 · · ·
Δ𝑅syst

2𝛾 ±0.0032 ±0.0020 · · · ±0.0016 ±0.0008 · · ·
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Рис. 5.9. Экспериментальные данные (маркеры) и некоторые предсказания (кривые) для
отношения 𝑅2𝛾 в зависимости от 𝜀 или 𝑄2 [15]. Рисунки (a) и (b) относятся, соответственно,
к сеансам I и II эксперимента на ВЭПП-3. Маркерами представлены результаты следую
щих измерений: ∙ обсуждаемый эксперимент [15], � Броуман и др. (1965) [115], H Андерсон
и др. (1966) [116], � Бартель и др. (1967) [117] и N Андерсон и др. (1968) [119]. Для четырех
точек ВЭПП-3 вертикальными «усами» показаны статистические погрешности, а черными
полосами — систематические погрешности и размеры бинов. Кривые соответствуют следу
ющим предсказаниям: Борисюк и Кобушкин [100] (бирюзовая штрихпунктирная линия),
Бланден и др. [92] (красная тонкая линия), Бернауэр и др. [111] (синяя толстая линия),
Томази-Густафссон и др. [136] (серые длинные штрихи), Аррингтон и Сик [137] (пурпурные
короткие штрихи) и Каттан и др. [110] (черные точки).
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Таблица 5.5. Сравнение результатов измерения с некоторыми предсказаниями.

𝑅LNP
2𝛾

(︀
𝜒2

𝑛d.f.

)︀ 𝑅LNP
2𝛾

(︀
𝜒2

𝑛d.f.

)︀
Сеанс I Сеанс II

Борисюк и Кобушкин [100] 1 2.14 0.9979 0.9972 3.80
Бланден и др. [92] 1 2.94 0.9980 0.9974 4.75
Бернауэр и др. [111] 1 4.19 0.9969 0.9946 1.00
Томази-Густафссон и др. [136] 1 5.09 1.0007 1.0014 5.97
Аррингтон и Сик [137] 1 7.72 0.9995 0.9996 8.18
Каттан и др. [110] 1 25.0 1.0005 1.0018 22.0
Отсутствие эффекта (𝑅2𝛾 ≡ 1) 1 7.97 1 1 7.97

следующие три — нормировке в соответствии с проверяемой моделью. Отме

тим, что феноменологическая модель [111] демонстрирует очень хорошее со

гласие с результатами эксперимента, нормированными в соответствии с пред

сказываемыми ею значениями 𝑅LNP
2𝛾 . Последняя строка Таблицы 5.5 представ

ляет случай нулевого неучтенного вклада двухфотонного обмена (так, что

𝑅2𝛾 ≡ 1). Наши данные позволяют отвергнуть этот вариант (поскольку значе

ние 𝜒2/𝑛d.f. = 31.9/4 соответствует вероятности 𝑝 = 2 · 10−6). Таким образом,

можно говорить о первом прямом наблюдении эффекта жесткого двухфотон

ного обмена в упругом 𝑒±𝑝 -рассеянии.

Вывод о том, что предсказания [100], [92] и [111] представляются наиболее

правдоподобными, не зависит от используемого способа нормирования свети

мости. Тем не менее, было бы очень полезно аккуратно нормировать наши

данные. Это может быть сделано в будущем, когда станут доступны новые

прецизионные измерения или надежные расчеты эффекта жесткого двухфо

тонного обмена при 𝑄2 ≈ 0.1 ГэВ2.

На Рисунке 5.10 приведено сравнение результатов трех современных экс

периментов по измерению вклада жесткого двухфотонного обмена в сечения

упругого 𝑒±𝑝 -рассеяния. Показана введенная в разделе 5.1 величина ̃︀𝛿2𝛾 в за

висимости от 𝑄2. Данные коллаборации CLAS взяты из работы [81] (бины

10–19 в Таблице III), а эксперимента OLYMPUS — из статьи [83] (колонка (b)

в Таблице II). Вертикальные «усы» соответствуют комбинированным статисти
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Рис. 5.10. Сравнение результатов трех современных экспериментов: ∙ ВЭПП-3 [15], H CLAS
[80, 81] и � OLYMPUS [83]. Показана величина ̃︀𝛿2𝛾 (5.6) в зависимости от 𝑄2.

ческим и систематическим погрешностям (без учета коррелированных систе

матических погрешностей в случае OLYMPUS). Видно, что данные всех трех

измерений хорошо согласуются друг с другом, при этом результаты сеанса II

эксперимента на ВЭПП-3 имеют рекордную точность. В целом, можно сделать

вывод о том, что величина ̃︀𝛿2𝛾 отлична от нуля и положительна.

Подводя итог, отметим, что на накопителе ВЭПП-3 проведено наиболее

точное на сегодняшний день сравнение дифференциальных сечений упругого

𝑒+𝑝 - и 𝑒−𝑝 -рассеяния в диапазоне по𝑄2 от 0.3 до 1.5 ГэВ2. Полученные данные

позволяют говорить о надежном прямом наблюдении эффекта жесткого двух

фотонного обмена. Они находятся в удовлетворительном согласии с несколь

кими теоретическими моделями этого эффекта, объясняющими противоречие

для формфакторов протона при высоких значениях 𝑄2. Таким образом, на

ши результаты свидетельствуют в пользу того, что противоречие обусловлено

неучтенным вкладом жесткого двухфотонного обмена в сечение упругого элек

трон-протонного рассеяния. Тем не менее, следует подчеркнуть, что для пол

ного разрешения проблемы потребуются новые экспериментальные данные,

полученные при 𝑄2 > 3 ГэВ2.
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Заключение

В ходе выполнения работы были получены следующие результаты:

1. Впервые осуществлено прямое наблюдение эффекта жесткого двухфо

тонного обмена в упругом электрон-протонном рассеянии [15]. Результа

ты измерения на накопителе ВЭПП-3 находятся в удовлетворительном

согласии с несколькими теоретическими и феноменологическими моделя

ми, которые объясняют противоречие в данных по формфакторам про

тона неучтенным вкладом жесткого двухфотонного обмена. Таким обра

зом, полученные результаты свидетельствуют в пользу этого объяснения.

2. В эксперименте на накопителе ВЭПП-3 проведено прецизионное (с от

носительной точностью . 1%) сравнение дифференциальных сечений

упругого рассеяния электронов и позитронов на протонах в диапазоне

по 𝑄2 от 0.3 до 1.5 ГэВ2 [15]. Полученные результаты превосходят по

точности все имеющиеся мировые данные, включая те, которые были

представлены недавно коллаборациями CLAS [80, 81] и OLYMPUS [83].

3. Разработана процедура учета радиационных поправок первого порядка

по 𝛼 в экспериментах с регистрацией электрона/позитрона и протона на

совпадении [13]. При этом для учета внутреннего тормозного излучения

не используется ни мягкофотонное, ни ультрарелятивистское приближе

ния.

4. Разработан новый генератор событий упругого рассеяния заряженных

лептонов (𝑒± или 𝜇±) на протонах, в котором учтены радиационные по

правки первого порядка по 𝛼 [13, 77]. Генератор ESEPP использовался в

эксперименте на накопителе ВЭПП-3, а также может оказаться полезным

для целого ряда новых экспериментов по измерению электромагнитных

формфакторов и зарядового радиуса протона.
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5. Переобработаны данные экспериментов E140 [11] и NE11 [12], выполнен

ных в SLAC и посвященных измерению формфакторов протона 𝐺𝐸(𝑄
2)

и 𝐺𝑀(𝑄2) методом Розенблюта. При этом проведена тщательная ревизия

всех радиационных поправок (как внутренних, так и внешних) и заново

извлечены 𝐺𝐸 и 𝐺𝑀 для 𝑄2 в диапазоне от 1 до 8.83 ГэВ2 [16, 73]. Наши

результаты согласуются лучше оригинальных с данными поляризацион

ных измерений отношения 𝐺𝐸/𝐺𝑀 , хотя при 𝑄2 & 3 ГэВ2 сохраняется

существенное расхождение.

* * *

В заключение я хочу выразить глубокую признательность моим наставни

кам, Игорю Анатольевичу Рачеку и Дмитрию Митрофановичу Николенко, за

их идеи, знания, опыт и энтузиазм, которыми они всегда щедро делятся. Необ

ходимо отметить, что описанный в Главе 5 эксперимент был бы невозможен

без участия коллег из Института ядерной физики им. Г. И. Будкера СО РАН

(Л. М. Барков, Р. Е. Герасимов, Р. А. Головин, В. Ф. Дмитриев, В. Н. Жилич,

С. А. Зеваков, В. В. Каминский, Б. А. Лазаренко, С. И. Мишнев, Н. Ю. Муч

ной, В. В. Нейфельд, Д. М. Николенко, И. А. Рачек, А. М. Руднев, Р. Ш. Са

дыков, Д. К. Топорков, Ю. В. Шестаков и др.), Томского политехнического

университета (В. В. Гаузштейн, А. В. Осипов и В. Н. Стибунов), Аргоннской

национальной лаборатории в США (J. Arrington и R. J. Holt) и исследователь

ского центра Nikhef в Нидерландах (H. de Vries). Я очень благодарен сотрудни

кам Теоретического отдела ИЯФ СО РАН Р. Е. Герасимову, А. В. Грабовскому,

В. Ф. Дмитриеву, А. И. Мильштейну, В. С. Фадину и А. Л. Фельдману за ока

занную помощь и многочисленные ценные консультации. Я также признателен

зарубежным коллегам, которые проявляли неподдельный интерес к работе и

участвовали в полезных обсуждениях: A. Gasparian, R. L. Russell и E. Tomasi

Gustafsson. Наконец, особой благодарности заслуживают мои родители, без

поддержки которых я не смог бы стать физиком.
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