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1 Ââåäåíèå

Â ïëàçìå ñ âûñîêèì β è àíèçîòðîïíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ íàáëþäàåòñÿ

àëüôâåíîâñêàÿ èîííî-öèêëîòðîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü � âîçíèêíîâåíèå àëüôâåíîâñêèõ

âîëí ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê èîííî-öèêëîòðîííîé, è ïîëÿðèçàöèåé â íàïðàâëåíèè âðà-

ùåíèÿ èîíîâ. Îíà íàáëþäàåòñÿ â îòêðûòûõ ëîâóøêàõ (íà óñòàíîâêàõ TMX [1], â êîì-

ïàêòíîì ïðîáêîòðîíå ÃÄË [9, 10] è äð.) è â ìàãíèòîñôåðå [2]. Â îòêðûòûõ ëîâóøêàõ

îíà ïðèâîäèò ê óñêîðåííîé ïîòåðå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, â ìàãíèòîñôåðå îãðàíè÷èâàåò

àíèçîòðîïèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ. Â ëèòåðàòóðå ïîäðîáíî èçó÷àëèñü êðèòå-

ðèè âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè [3] è ÷èñëåííûõ ìîäåëåé

[2, 4]. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò êðèòåðèé âîçíèêíîâåíèÿ îïèñûâàåòñÿ êàê

βAn > Const, (1)

ãäå β � îòíîøåíèå äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, A � îòíîøåíèå ïî-

ïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî äàâëåíèÿ ïëàçìû (àíèçîòðîïèÿ), n áëèçêî ê åäèíèöå. Äëÿ

îïèñàíèÿ íàñûùåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íóæåí ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ. Ñóùåñòâóþò

ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå àëüôâåíîâñêèå âîëíû, îäíàêî â íèõ

èñïîëüçóåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ëèáî β ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé [5].

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [1], âûñîêàÿ àíèçîòðîïèÿ ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ óçêîãî

ñïåêòðà àëüôâåíîâñêèõ âîëí âáëèçè öèêëîòðîííîé èîííîé ÷àñòîòû è ðàçâèòèþ ñèëü-

íîé àëüôâåíîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè, ïîëíîå îïèñàíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé

çàäà÷åé. Öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàòü ðÿä ìîäåëåé, â êîòîðûõ âîçìîæíî àíà-

ëèòè÷åñêîå îïèñàíèå íàñûøåíèÿ àëüôâåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ àëüôâåíîâñêàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ

âäîëü ïîñòîÿííîãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìå. Ïîëó-

÷åí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùèõ òàêóþ âîëíó.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â

ñëàáîñòîëêíîâèòåëüíóþ ïëàçìó, ïîìåùåííóþ â ïîñòîÿííîå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå,

èíæåêòèðóåòñÿ ïó÷îê áûñòðûõ èîíîâ. Ýòîò ïó÷îê ðàñêà÷èâàåò àëüôâåíîâñêóþ âîëíó,

ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òîðìîæåíèå íà ýëåêòðîíàõ

è âçàèìîäåéñòâèå â âîëíîé ïðèâîäèò ê ïîñòåïåííîìó óìåíüøåíèþ ýíåðãèè èîíîâ è èõ

óõîäó â óñëîâíûé êîíóñ ïîòåðü. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ñ÷èòàåòñÿ

ìàëîé, â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå âîçìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ.

Ñ÷èòàÿ îòíîøåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíå ê âåëè÷èíå îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî
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ïîëÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì, ìîæíî ðàçëîæèòü óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

â ðÿä. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçáðîñ ïî ïîïåðå÷íûì è ïðîäîëüíûì ñêîðîñòÿì îòñóòñòâóåò

(òî÷å÷íàÿ èíæåêöèÿ), ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ

åãî è ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè âîëíû è ïàðàìåòðàìè ïëàçìû, ïîëó÷åííóþ â ïåðâîé

÷àñòè, ìîæíî âûðàçèòü àìïëèòóäó è ÷àñòîòó âîëíû ÷åðåç ýíåðãèþ èîíîâ è ìîùíîñòü

èíæåêöèè.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíæåêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé, áûëî ïîñòðîåíî ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ àìïëèòóäà âîëíû äëÿ òî÷å÷-

íîé èíæåêöèè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäó äëÿ "øèðîêîé"èíæåêöèè, è äàíî

êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ÿâëåíèþ.

Â ðåàëüíûõ ëîâóøêàõ äîëæíî ïðîèñõîäèòü âîçáóæäåíèå ñòîÿ÷èõ, à íå áåãóùèõ,

àëüôâåíîâñêèõ âîëí, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîòðåíèå ìîäåëè ñî ñòîÿ÷åé âîëíîé. Áû-

ëî ðàññìîòðåíî äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîëå òàêîé âîëíû è ïðîâåäåíî åãî ñðàâíåíèå ñ áåãó-

ùåé âîëíîé. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð äâèæåíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ,

èç-çà ÷åãî ìîäåëè ñ áåãóùåé è ñòîÿ÷åé âîëíîé äîëæíû äàâàòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû.

3



2 Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå ðàçâèòèÿ àëüôâåíîâñêîé èîííî-
öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì àëüôâåíîâñêóþ âîëíó ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê öèêëîòðîííîé èîííîé, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìå.

Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ âîëíû âðàùàþòñÿ â îäíó ñòîðîíó ñ èîíàìè, àìïëèòó-

äó âîëíû ñ÷èòàåì ìàëîé. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, êàê ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîëå

òàêîé âîëíû íà ïëîñêîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòåé.

Ðèñ. 1: Êðàñíûå ëèíèè � ðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû, ñèíèå � íåðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû, êîðè÷íåâûå êðèâûå �
ëèíèè óðîâíÿ àíèçîòðîïíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
.

Ïðè îòñóòñòâèè ñòîëêíîâåíèé òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé

V 2
⊥ +

(
V|| + ω/k

)2
= 2E/mi, ãäå E � ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷åòà âîëíû. Åñëè

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ ïî ñêîðîñòÿì ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé, òî, êàê âèäíî èç

ðèñ. 1, òðàåêòîðèè îêàçûâàþòñÿ çàñåëåííûìè íåðàâíîìåðíî: ÷àñòèö ñ áîëüøåé ïîïåðå÷-

íîé ñêîðîñòüþ íà òðàåêòîðèè îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ÷àñòèö ñ ìåíüøåé ïîïåðå÷íîé

ñêîðîñòüþ. Âîëíà ïåðåìåøèâàåò ÷àñòèöû âäîëü òðàåêòîðèè, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøå-

íèþ ñóììàðíîé ýíåðãèè ÷àñòèö è ïåðåäà÷å åå âîëíå, èç-çà ÷åãî åå àìïëèòóäà óâåëè-

÷èâàåòñÿ. Ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ íà òðàåêòîðèè äëÿ

÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà ω = Ωci−kV|| çíà÷èòåëüíî
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âûøå, ÷åì ó îñòàëüíûõ. Ïîýòîìó ïåðåìåøèâàíèå ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ïðèâåäåò ê áîëåå

áûñòðîìó ðîñòó àìïëèòóäû âîëíû, èç-çà ÷åãî îíè âíîñÿò íàèáîëüøèé âêëàä â ðàçâèòèå

íåóñòîé÷èâîñòè.

Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà òðàåêòîðèé äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö V⊥
V||+ω/k

≈ kV⊥
Ωci

≈ kV⊥
ω
. Ôà-

çîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà àëüôâåíîâñêîé ñêîðîñòè, ω
k
∼ VA = B0/

√
4πρ.

Òàêèì îáðàçîì, óãîë íàêëîíà îêàçûâàåòñÿ ∼ β−1/2, ãäå β = 8πp⊥/B2
0 ∼ V 2

⊥/V 2
A � îòíî-

øåíèå äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû ëèíèè

óðîâíÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãëè ïåðåñåêàòü òðàåêòîðèè ÷àñòèö è ìîãëà ðàñêà÷è-

âàòüñÿ âîëíà, ïðè áîëüøåì íàêëîíå òðàåêòîðèé (ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåìó β) äîëæíà

óâåëè÷èâàòüñÿ àíèçîòðîïèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè, ïðè óìåíü-

øåíèè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ, A èëè β, âòîðîé äîëæåí óâåëè÷èòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

êðèòåðèþ (1).
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3 Êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà äëÿ àëüô-
âåíîâñêîé âîëíû

3.1 Ãàìèëüòîíèàí

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû

ñ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îäíîðîäíîãî ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ~B0. Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â [6, 7, 8].

Â öåëÿõ ñâÿçíîñòè ñ äàëüíåéøèì ïîâåñòâîâàíèåì â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ åå ðåøåíèå,

â ñîîòâåòñòâèè ñ [7] (ïîäðîáíûé âûâîä â ïðèëîæåíèè 1).

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë èìååò âèä

~A = ~A0 + ~A1 cos Ψ−~b× ~A1 sin Ψ, ~A0 = xB0~ey, Ψ = kz − ωt, ~b = ~ez, ~A1 = A1~ex (2)

è ãàìèëüòîíèàí äëÿ ÷àñòèöû ñîðòà s

Hs =
1

2ms

(
~p− es

c
~A
)2

=
1

2ms

((
px −

esA1

c
cos(kz − ωt)

)2

+
(

py −
esB0

c
x +

esA1

c
sin(kz − ωt)

)2

+ p2
z

)
. (3)

Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îáëàäàþò ñïèðàëüíîé ñèììåòðèåé: íå èçìåíÿþòñÿ

ïðè îäíîâðåìåííîì ñäâèãå âäîëü îñè z íà δz è ïîâîðîòå â ïëîñêîñòè x, y íà óãîë kδz.

Êðîìå òîãî, â çàäà÷å èìåþòñÿ åùå òðè âèäà ñèììåòðèè: ê ñäâèãó îòíîñèòåëüíî îñåé x è

y, à òàêæå, â ñèñòåìå îòñ÷åòà âîëíû � îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì,

èìåþòñÿ ÷åòûðå èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ê ïåðåìåííûì, ÿâëÿþùèìñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé

ãàìèëüòîíèàí:

HTs[τTs; Φs,Y ,ZTs;MTs,PyTs, αs] = M2
Ts − αsMTs + sws

√
MTs cos Φs . (4)

Çäåñü τTs = |Ωcs|w2/3t � ïåðåíîðìèðîâàííîå âðåìÿ, Y ,PyTs, αs � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ,

MTs =
1

4w2/3

(
k

msΩci

)2 (
p2

x + (py −msΩcsx)2
)
, Φs = kz − ωt + arctan

py −msΩcsx

px

, (5)

w = |kA1|/|B0| � áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòóäà âîëíû, sws = esA1/|esA1|.
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ëèíèè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà (4) íà ïëîñêîñòè MT , Φ â ïîëÿð-

íûõ êîîðäèíàòàõ. Âèäíî, ÷òî ïðè α > α∗ = 1.5 åñòü òðè ñîðòà ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íûì

õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ: çàõâà÷åííûå, èëè ðåçîíàíñíûå, ó êîòîðûõ ôàçà Φ îñöèëëèðóåò

âîêðóã íóëÿ (ïðè ìàëîì w ôàçà ëàðìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ ó íèõ áëèçêà ê ôàçå âîëíû),

è íåçàõâà÷åííûå, è êîòîðûõ ôàçà ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ (Φ̇ > 0 ó îïåðåæàþùèõ ÷àñòèö
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Ðèñ. 2: Ôàçîâûå ïîðòðåòû òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíèàíó (4) ïðè α = −1, α = α∗ = 1.5,
α = 5, α = 50. Êðàñíûå ëèíèè � ðåçîíàíñíûå ÷àñòèöû, ñèíèå � ÷àñòèöû, îïåðåæàþùèå âîëíó, ÷åðíûå
� îòñòàþùèå îò âîëíû, çåëåíàÿ ëèíèÿ � ñåïàðàòðèñà
.

è ìåíüøå íóëÿ ó îòñòàþùèõ). Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α îáëàñòü, çàíÿòàÿ çàõâà÷åí-

íûìè ÷àñòèöàìè, óìåíüøàåòñÿ, à ïðè α < α∗ ðàçëè÷èå ìåæäó âñåìè òèïàìè ÷àñòèö

ïðîïàäàåò.

Â ïðåäåëå w → 0 MTs ïðîïîðöèîíàëüíî ìàãíèòíîìó ìîìåíòó ÷àñòèöû, à Φ = θ +

kz − ωt, ãäå θ � ôàçà ëàðìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ.

3.2 Ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå

Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà äëÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû èìåþò âèä

∂2

∂t2
~A− c2∇2 ~A = 4πc~j, ∇ ~A = 0, ~j =

∑
s=i,e

es

∫
~vsfsd

3p =
∑
s=i,e

es

ms

∫ (
~p− es

c
~A
)

fsd
3p,

dfs

dt
=

∂fs

∂t
+ {fs, Hs} = 0, Hs =

1

2ms

(
~p− es

c
~A
)2

,
∑
s=i,e

es

∫
fsd

3p = 0, (6)

ãäå {fs, Hs} � ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñîðòà s ñ îïèñûâàþùèì

èõ äâèæåíèå ãàìèëüòîíèàíîì Hs.
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Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë èùåì â âèäå, àíàëîãè÷íîì ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ~A = ~A0 +
~A1 cos Ψ −~b × ~A1 sin Ψ, ãäå Ψ = k(~b~r) − ωt � ôàçà âîëíû, ~b � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü

ïîñòîÿííîãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~B0 = ∇× ~A0.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ~J = ~bj|| + ~j⊥ cos Ψ +~b × ~j sin Ψ, èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ â (6)

ìîæíî ïîëó÷èòü

~J =
k2c2 − ω2

4πc
~A1. (7)

Ïîñêîëüêó αs è HTs = M2
Ts − αsMTs + sws

√
MTs cos Φs ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâè-

æåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (3), ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Âëàñîâà èç (6). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ

âûáåðåì ôóíêöèè Fe = Fe[HTe, αe] è Fi = Fi[HTi, αi]. Ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå (7),

ó÷èòûâàÿ êâàçèíåéòðàëüíîñòü ïëàçìû è òî, ÷òî ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö ïëàçìû

ðàâåí íóëþ, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ÷àñòîòó, âîëíîâîé âåêòîð è àìïëèòó-

äó âîëíû: ∑
s=i,e

mi

ms

(
w2/3〈2MT − α〉s − 1

)
= 0,

ω = Ωci

(
w2/3〈2MT − α〉i − 1

)
,

k2 =
ω2

pi

c2

∑
s=i,e

mi

ms

(
2w−2/3sws〈

√
MT cos Φ〉s − 1

)
, (8)

ãäå

〈G(Φs,MTs, αs)〉s =

∞∫
−∞

dα
∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦ G[Φ,MT , α]Fs

∞∫
−∞

dα
∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦFs

(9)

� ñðåäíåå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîðòà s îò âåëè÷èíû G.

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (8) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êâàçèíåéòðàëüíîñòè ïëàçìû è îòñóò-

ñòâèÿ ïðîäîëüíîãî òîêà (z-êîìïîíåíòà óðàâíåíèÿ (7)), âòîðîå âîçíèêàåò èç ðàâåíñòâà

íóëþ ïðîäîëüíîãî èìïóëüñà ïëàçìû, òðåòüå � èç x-êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (7) (ïîäðîáíî

â ïðèëîæåíèè 2).
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4 Ìîäåëè ïëàçìû ñ èíæåêöèåé

4.1 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Ðàññìîòðèì ïëàçìó â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, â êîòîðóþ èíæåêòèðóþòñÿ èîíû,

ïîñòåïåííî òåðÿþùèå ýíåðãèþ â ðåçóëüòàòå òðåíèÿ îá ýëåêòðîíû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

èîíû, ïèò÷-óãîë êîòîðûõ ìåíüøå óãëà êîíóñà ïîòåðü v⊥ < tan θLv||, èñ÷åçàþò (ìîäåëü

êîíóñà ïîòåðü). Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ èìååò âèä

∂fi

∂t
+ {Hi, fi} = νie

∂

∂vi

(vifi) + S[~p]− νL[~p]fi − νchfi. (10)

Çäåñü S ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ èîíîâ â ïëàçìå â ðåçóëüòàòå èíæåêöèè,

νie =
4
√

2πmeΛe4ne

3miT
3/2
e

� îáðàòíîå âðåìÿ òîðìîæåíèÿ, νch � ÷àñòîòà ïåðåçàðÿäêè, νL îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â

êîíóñå ïîòåðü. Áóäåì ñ÷èòàòü ñòîëêíîâåíèÿ è ïåðåçàðÿäêó ðåäêèìè, νei ∼ νch � Ωci.

Â óðàâíåíèè (10) ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíà (4). Â íóëåâîì ïðè-

áëèæåíèè, êîãäà νie = νch = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Âëàñîâà èç (6), ðåøåíèåì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ îò α è HT .

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïåðåìåííûå H è α íå çàâèñåëè îò âðåìåíè. Íàëè÷èå ñòîëê-

íîâåíèé ïðèâîäèò ê ïîñòåïåííîìó óìåíüøåíèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû è ìåäëåííîìó (ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïåðåìåííûìè M è Φ) èçìåíåíèþ H è α. ×òîáû âûäåëèòü ýòî ìåäëåí-

íîå èçìåíåíèå, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå Fi = Fi[HT , α] + δfi, ãäå ñðåäíåå ïî âðåìåíè

δfi = 0 è δfi ∼ (νie/Ωci)Fi. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ δf äàñò âêëàä â ïëîòíîñòü òîêà, â

âåêòîðíîì ïîòåíöèàëå ïîÿâèòñÿ äîáàâêà ~A = ~A0 + δ ~A, δ ~A ∼ (νie/Ωci), èç-çà ÷åãî ïî-

ÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â ãàìèëüòîíèàíå, H = (~p − q
c
( ~A0 + δ ~A))2/(2m) =

H0 + (νie/Ωci)H1 + (νie/Ωci)
2H2, ãäå H1 = 0. Óñðåäíèâ óðàâíåíèå ïî ïåðèîäó äâèæåíèÿ è

îòáðîñèâ êâàäðàòè÷íûå ïî νie/Ωci ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà Fi[HT , α] (ïðèëî-

æåíèå 3):

νie

(
A∂Fi

∂α
+ B ∂Fi

∂HT

)
+ (3νie − νch − νL)Fi + S[~p] = 0, (11)

ãäå

A = 2w2/3HT +
1

w2/3

(
w2/3α + 1

)
+

ω

w2/3Ωci

+ 2
(
w2/3α + 1

)
MT − 2w2/3M2

T ,

B = HT

(
1− w2/3α

)
+

w2/3

2
−
((

w2/3α + 1
)2

+ ṽph

)MT

w2/3
+
(
w2/3α + 1

)
M2

T . (12)
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Çäåñü MT è M2
T � ñðåäíåå ïî ïåðèîäó îò MT è M2

T ïðè äàííîì α è H, ṽph = ω/Ωci

� áåçðàçìåðíàÿ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.

Íà ïëîñêîñòè HT , α èíæåêòèðóåìûì ÷àñòèöàì ñîîòâåòñòâóåò ëèíèÿ èíæåêöèè H =

Hinj[α]. Èñòî÷íèê çàäàåòñÿ íà ýòîé ëèíèè êàê ôóíêöèÿ S̃[α]. Â îáëàñòè ìåæäó ëèíèåé

èíæåêöèè è êîíóñîì ïîòåðü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Fi[H, α] =
S̃[αinj]∣∣∣B[hinj, αinj] +A[hinj, αinj](αinj + w−2/3)/2

∣∣∣ exp

−(3− νch/νie)

α∫
αinj

da

A[ĥ[a], a]

 ,(13)

ãäå ôóíêöèÿ ĥ[α] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê

dĥ

da
=
B[ĥ, a]

A[ĥ, a]
. (14)

Çäåñü αinj � êîîðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

(H, α), ñ ëèíèåé èíæåêöèè H = Hinj[α], hinj = ĥ[αinj]. Âèäíî, ÷òî αinj ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé îò H è α.

4.2 Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðè ìàëîì w

Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê (14) íå ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Åñëè àìïëè-

òóäà âîëíû ìàëà, åãî ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è íàéòè ðåøåíèå. Êàê

âèäíî èç âûðàæåíèé (4) è (5), ïðè êîíå÷íîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïåðåìåííûåHTs, αs,MTs

ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè w → 0, ïîýòîìó ñäåëàåì çàìåíó M̆ = 2w2/3MT , ᾰ =

2w2/3α, H̆ = 4w4/3HT . Äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ â ýòèõ ïåðåìåííûõ

áóäåò îïèñûâàòüñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H̆ = M̆2 − ᾰM̆+ 2w

√
2M̆ cos Φ. (15)

Èç óðàâíåíèÿ (11) ïîëó÷àåì

Ă∂F
∂ᾰ

+ B̆∂F
∂H̆

+
(
3− νch

νie

)
F = 0,

Ă = 2 + ᾰ + H̆ + 2
ω

Ωci

+ (2 + ᾰ)M̆ − M̆2,

B̆ =

(
1− ᾰ

2

)
H̆ − 1

2

(
(2 + ᾰ)2 +

4ω

Ωci

)
M̆+

(
1 +

ᾰ

2

)
M̆2 + 2w2, (16)

Êàê è äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4), äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (15) ñóùåñòâóåò äâà òèïà ÷àñòèö

ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ � çàõâà÷åííûå èëè ðåçîíàíñíûìè, ó êîòîðûõ ïå-

ðåìåííàÿ Φ îñöèëëèðóåò ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû (ïðè ìàëîì w ôàçà ëàðìîðîâñêîãî
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âðàùåíèÿ ó íèõ áëèçêà ê ôàçå âîëíû), è íåðåçîíàíñíûå, ó êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ Φ ìî-

íîòîííî èçìåíÿåòñÿ.

4.2.1 Íåçàõâà÷åííûå ÷àñòèöû

Äëÿ íåçàõâà÷åííûõ ÷àñòèö ïîëó÷àåì

T =
1

2π

2π∫
0

(
∂H̆
∂M̆

)−1

dΦ =
1

2π

2π∫
0

dΦ

2M̆ − ᾰ + 2w cos Φ√
2M̆

,

M̆ =
1

2πT

2π∫
0

M̆dΦ

2M̆ − ᾰ + 2w cosΦ√
2M̆

, M̆2 =
1

2πT

2π∫
0

M̆2dΦ

2M̆ − ᾰ + 2w cosΦ√
2M̆

, (17)

ãäå M̆ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H̆ = M̆2 − ᾰM̆+ 2w
√

2M̆ cos Φ. Ïðè w � 1 èìååì

M̆ = M̆0 − 2

√
2M̆0 cos Φ

2M̆0 − ᾰ
w − 4

ᾰ cos2 Φ

(2M̆0 − ᾰ)3
w2 + O(w3). (18)

Çäåñü M̆0 = ᾰ/2 ±
√
H̆ + ᾰ2/4, çíàê ïåðåä êîðíåì ñîîòâåòñòâóåò çíàêó Φ̇. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå äëÿ ïåðèîäà, ïîëó÷èì

T =
1

2π

2π∫
0

 1

2M̆0 − ᾰ
+

2(2M̆0 + ᾰ) cos Φ√
2M̆0(2M̆0 − ᾰ)3

w +
24(2M̆0 + ᾰ) cos2 Φ

(2M̆0 − ᾰ)5
w2 + O(w3)

 dΦ,

T =
1

2M̆0 − ᾰ
+ 12

2M̆0 + ᾰ

(2M̆0 − ᾰ)5
w2 + O(w4),

(19)

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ M̆ è M̆2 äàþò

M̆ = M̆0 − 4
ᾰ + M̆0

(2M̆0 − ᾰ)3
w2 + O(w3), M̆2 = M̆2

0 + 4
3ᾰ2M̆0 − 6ᾰM̆2

0

(2M̆0 − ᾰ)4
w2 + O(w3). (20)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ Ă è B̆, â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî

w ïîëó÷àåì

Ă = ᾰ + 2M̆0 + 2(1 + ṽph), B̆ = M̆(2M̆ − 3ᾰ− 2(1 + ṽph)). (21)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå H̆ = (M̆0 − ᾰ/2)2 − ᾰ2/4 = M̆0(M̆0 − ᾰ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

õàðàêòåðèñòèê â ïåðåìåííûõ M̆0, ᾰ:

dM̆0 =
dH̆ + M̆0dᾰ

2M̆0 − ᾰ
,

dᾰ

dM̆0

=
2M̆0 − ᾰ

M̆0 + B̆/Ă
=

ᾰ + 2(1 + ṽph)

2M̆0

+ 1. (22)
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Åãî ðåøåíèå

ᾰ = 2M̆0 − 2(1 + ṽph) + Const
√
M̆0. (23)

Íà ïëîñêîñòè H, α õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåçàõâà÷åííûõ ÷àñòèö çàäàþòñÿ ïàðàìåòðè÷å-

ñêè êàê

α = 2MT −
1 + ṽph

w2/3
+
(
αinj − 2Minj +

1 + ṽph

w2/3

)√ MT

Minj

,

HT = M2
T − αMT ,

Minj =
αinj

2
±

√
Hinj +

α2
inj

4
. (24)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùàÿ íåçàõâà÷åííûå ÷àñòè-

öû, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Fi = Finj

(Minj

MT

)(3−νch/νie)/2

, (25)

ãäåMT èMinj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç α è αinj ïîñðåäñòâîì (24), Finj = Finj[αinj] � çíà÷åíèå

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà êðèâîé èíæåêöèè, îïðåäåëÿåìîå âèäîì èñòî÷íèêà.

4.2.2 Çàõâà÷åííûå ÷àñòèöû

Ðèñ. 3: Ñå÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà ïðè w � 1.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ñå÷åíèå ãðàôèêà ãàìèëüòîíèàíà H̆ = M̆2 − ᾰM̆+ 2w
√

2M̆ cos Φ

ïîëóïëîñêîñòÿìè Φ = 0 è Φ = π ïðè w � 1. Ñèíèì öâåòîì îáîçíà÷åíû ÷àñòèöû,

îïåðåæàþùèå âîëíó, ÷åðíûì � îòñòàþùèå îò âîëíû, êðàñíûì � çàõâà÷åííûå ÷àñòèöû,

çåëåíûì � ýíåðãèÿ ÷àñòèö íà ñåïàðàòðèñå. Çàõâà÷åííûå ÷àñòèöû ðàñïîëàãàþòñÿ â îá-

ëàñòè H̆1 < H̆ < H̆2, ãäå H̆1 � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ãàìèëüòîíèàíà, à H̆2 � ñåäëîâàÿ

òî÷êà. H̆1 è H̆2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ∂H̆
∂M̆

∣∣∣
Φ=π/2±π/2

,

H̆1 = − ᾰ2

4
+ 2w

√
ᾰ +

3

ᾰ
w2 + O(w3), H̆2 = − ᾰ2

4
− 2w

√
ᾰ +

3

ᾰ
w2 + O(w3), (26)
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Âèäíî, ÷òî äëÿ çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö H̆ = −ᾰ2/4 + wh̆, ãäå h̆ ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïðè

w = 0 ðåøåíèåì óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòè H̆, ᾰ, äëÿ ÷àñòèö ñ íóëåâîé

ïðîäîëüíîé ñêîðîñòüþ ÿâëÿåòñÿ H̆ = −ᾰ2/4 + (1 + ṽph)
2. Âèäíî, ÷òî ïðè èíæåêöèè

÷àñòèö ñ v|| = 0 çàõâà÷åííûå ÷àñòèöû âîçíèêàþò ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ

ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû ṽph îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
√

w.

Âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà äâèæåíèÿ

T = −2

Mmax∫
Mmin

(
∂H̆
∂Φ

)−1

dM̆ = 2

M̆max∫
M̆min

dM̆√
2w2M̆ − (H̆ + ᾰM̆ − M̆2)2

. (27)

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà, ó çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö ïåðåìåííàÿ M̆
îòëè÷àåòñÿ îò α/2 íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà

√
w, ïîýòîìó â èíòåãðàëå (27) ñäåëàåì çàìåíó

M̆ = α/2 +
√

wy. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

T =
1√
w

∫ y2

y1

dy√
4ᾰ + 8

√
wy − (y2 − h̆)2

, (28)

ãäå y1 è y2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 4ᾰ + 8
√

wy − (y2 − h̆)2 = 0. Äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàâ

ýòî âûðàæåíèå ïî ᾰ è ðàçëîæèâ ðåçóëüòàò ïî w, ïîëó÷èì∫ ∫
Tdᾰ = −

4
√

2ᾰ
1
4

√
1− β̆

105
√

w

(
(16ᾰ

3
2 β̆(β̆2 − 2)− 105w)E

[
β̆ + 1

β̆ − 1

]
+

+(4ᾰ
3
2 (4β̆2 + 3β̆ − 5) + 105w)K

[
β̆ + 1

β̆ − 1

]
+ O(w2)

)
, (29)

ãäå β̆ = h̆/(2
√

ᾰ) (β̆ èçìåíÿåòñÿ îò -1 äî 1), E(x) è K(x) � ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

E[x] =

π/2∫
0

√
1− x sin2 θ dθ , K[x] =

π/2∫
0

dθ√
1− x sin2 θ

. (30)

Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî ᾰ, ïîëó÷èì

T =
1√
w

 √
2

ᾰ1/4

√
1− β̆

K

[
β̆ + 1

β̆ − 1

]
+

(4β̆2 − 3)E
[

β̆+1

β̆−1

]
+ (3 + 4β̆)K

[
β̆+1

β̆−1

]
2
√

2ᾰ7/4

√
1− β̆(1 + β̆)

w + O(w2)

 . (31)

Ñäåëàâ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ M̆ è M̆2, ïîëó÷èì

M̆ =
ᾰ

2
− w√

ᾰ

1 +
(β̆ − 1)E

[
β̆+1

β̆−1

]
K
[

β̆+1

β̆−1

]
+ O(w2),

M̆2 =
ᾰ2

4
+ w

√
ᾰ

2β̆ − 3− 3
(β̆ − 1)E

[
β̆+1

β̆−1

]
K
[

β̆+1

β̆−1

]
+ O(w2). (32)
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Ïåðåéäåì îò H̆ è ᾰ ê ïåðåìåííûì h̆ = (H̆ + ᾰ2/4)/w è β̆ = h̆/(2
√

ᾰ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, ṽph + 1 ∼
√

w, èç óðàâíåíèé õàðàêòå-

ðèñòèê ïîëó÷èì

dh̆

dβ̆
=

h̆

β̆ − 1

2− 1

β̆
+

E
[

β̆+1

β̆−1

]
K
[

β̆+1

β̆−1

]
− E

[
β̆+1

β̆−1

]
+ O(

√
w). (33)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

h = Const

(
K

[
β̆ + 1

β̆ − 1

]
− E

[
β̆ + 1

β̆ − 1

])2

β̆(β̆ − 1). (34)

Âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòè HT , α ìîæåò áûòü çàïèñàíî ïàðàìåòðè-

÷åñêè

α = αinj

β̆2
injG

2[β̆]

β̆2G2[β̆inj]
, HT =

(
Hinj +

α2
inj

4

)
G[β̆]

G[β̆inj]
− α2

4
, β̆inj =

4Hinj + α2
inj√

8αinj

, (35)

ãäå ôóíêöèÿ G[β̆] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

G[β̆] = β̆(β̆ − 1)

(
K

[
β̆ + 1

β̆ − 1

]
− E

[
β̆ + 1

β̆ − 1

])2

. (36)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fi = Finj

(
αinj

α

)(3−νch/νie)/2

. (37)

4.2.3 Ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå äëÿ òî÷å÷íîé èíæåêöèè

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 2, ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåøèâàíèåì

÷àñòèö íà òðàåêòîðèÿõ. Ïðè ìàëîé àìïëèòóäå âîëíû ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è

ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ íà òðàåêòîðèè äëÿ çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö ïðîïîðöèîíàëüíà
√

w,

à äëÿ íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö îíà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå � ïðîïîðöèîíàëüíà w. Ïîñêîëüêó

ðàçìåð òðàåêòîðèé äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð òðàåêòîðèé

äëÿ íåçàõâà÷åííûõ ÷àñòèö, ïåðåìåøèâàíèå íà ðåçîíàíñíûõ òðàåêòîðèÿõ ïðèâîäèò ê

áîëåå áûñòðîìó ðîñòó àìïëèòóäû âîëíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè òî÷å÷íîé èíæåêöèè

íàðàñòàòü áóäóò âîëíû ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè, ÷òîáû áîëüøàÿ ÷àñòü èíæåêòèðóåìûõ

÷àñòèö îêàçûâàëèñü çàõâà÷åííûìè.

Íàéäåì ðåøåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîé çàäà÷è � ñèñòåìû èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11), ñ÷èòàÿ àìïëèòóäó âîëíû ìàëîé, w � 1. Ðåøåíèåì êè-

íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ (37). Ïîäñòàâèâ åãî â ïåðâîå
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ñîîòíîøåíèå â (8), ïîëó÷èì, ÷òî ÷àñòîòà âîëíû ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò öèêëîòðîííîé

èîííîé ëèøü íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà w: ω/Ωci + 1 ∼ w. Ïðè ýòîì óñëîâèè âêëàäîì íåðå-

çîíàíñíûõ ÷àñòèö â ñðåäíåå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â (8) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîä-

ñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö â (8) è ðàçëîæèì ðåçóëüòàò

ïî w. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ÷àñòîòó è àìïëèòóäó âîëíû ñ

ýíåðãèåé èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ Einj è ìîùíîñòüþ èíæåêöèè Jinj:

w =
β̃

(kρ)5/4
FB

[
νch

νei

]
=

8πEinj

(kρ)5/4B2
0

√
Jinjni

νie

FB

[
νch

νei

]
,

ω

Ωci

= −1 +
w√
kρ

Fω

[
νch

νie

]
, (38)

ãäå ρ � ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ. Çäåñü β̃ = 8πEinj

B2
0

√
Jinjni

νie
ïî ïîðÿä-

êó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ôóíêöèè FB[x] è Fω[x] îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (95) è (96).

Ïðè ïîäñòàíîâêå îäíî èç óðàâíåíèé â (8) îáðàòèëîñü â òîæäåñòâî. Ýòî ñâÿçàíî ñ

òåì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîëíû ñ ëþáûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Åñëè

èñêàòü âîëíó ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé, òî íóæíî âûáèðàòü êàê ìîæíî ìåíüøèå k. Â

äàííîé ìîäåëè ñ ïðîñòðàíñòâåííî íåîãðàíè÷åííîé ïëàçìîé âîëíîâîå ÷èñëî ìîæåò áûòü

ñêîëü óãîäíî ìàëî, îäíàêî ðåàëüíàÿ ïëàçìà îãðàíè÷åíà, è ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âîëíû

â íåé � ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ïëàçìû.

4.3 ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ "øèðîêîé"èíæåêöèè

Â ñëó÷àå òî÷å÷íîé èíæåêöèè àíèçîòðîïèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿëàñü ïàðà-

ìåòðàìè ðåçîíàíñíûõ òðàåêòîðèé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåð îáëàñòè èíæåêöèè

çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàçìåð òðàåêòîðèé è àíèçîòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè

èíæåêöèè.

Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîäîëüíûì ñêî-

ðîñòÿì èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ïðÿìîóãîëüíîå, à ðàçáðîñ ïî ïîïåðå÷íûì ñêîðîñòÿì îò-

ñóòñòâóåò, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4, ãäå íà ïëîñêîñòè V||, V⊥ èçîáðàæåí ëîãàðèôì ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ çàõâà÷åííûõ (ñïðàâà) è âñåõ (ñëåâà) ÷àñòèö. Âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå

÷èñëà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ê ÷èñëó íåðåçîíàíñíûõ ìàëî.

Èç ôîðìóë (38) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ èíæåêöèè àìïëèòóäà âîëíû

â ñëó÷àå òî÷å÷íîé èíæåêöèè ðàâíà w = 0.041 è ãîðàçäî âûøå, ÷åì â ñëó÷àå øèðîêîé.

Èç âûðàæåíèé (56), (57) è (58) âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà òîêó

Jx, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ñðåäíåìó îò
√
MT cos Φ. Èç ðèñ. 2 âèäíî,

÷òî ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèè îò
√
MT cos Φ äëÿ íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö áëèçêî ê íóëþ è
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Ðèñ. 4: ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ "øèðîêîé"èíæåêöèè. kρ = 1, β̃ = 0.018, νie = νch, w = 5 · 10−5

.

çàìåòíî îòëè÷íî îò íóëÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö. Â ñëó÷àå òî÷å÷íîé èíæåêöèè âñå èí-

æåêòèðóåìûå ÷àñòèöû îêàçûâàþòñÿ ðåçîíàíñíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøîìó âêëàäó â

òîê è ê áîëüøîé àìïëèòóäå âîëíû. Â ñëó÷àå øèðîêîé èíæåêöèè âêëàä îò íåðåçîíàíñ-

íûõ ÷àñòèö èç-çà èõ áîëüøîãî ÷èñëà îêàçûâàåòñÿ ñðàâíèìûì ñ âêëàäîì îò çàõâà÷åííûõ

èîíîâ è êîìïåíñèðóåò åãî, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé àìïëèòóäå âîëíû.

4.4 Ìîäåëü ñî ñòîÿ÷åé âîëíîé

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èíæåêòèðóåìûå ÷àñòèöû âîçáóæäàþò â ïëàçìå áåãó-

ùóþ âîëíó. Êàê âèäíî èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àëüôâåíîâñêîé âîëíû, îíà

íå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ, åñëè öèêëîòðîííàÿ èîííàÿ ÷àñòîòà ïëàçìû ìåíüøå ÷àñòî-

òû âîëíû. Ïîýòîìó â ðåàëüíûõ ëîâóøêàõ âîëíà áóäåò îòðàæàòüñÿ îò îáëàñòåé ñëàáîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òî ïðèâåäåò ê âîçáóæäåíèþ ñòîÿ÷åé âîëíû (íàáëþäåíèå ñòîÿ÷èõ

àëüôâåíîâñêèõ âîëí ïðè èíæåêöèè ÷àñòèö â ïðîáêîòðîí îïèñûâàåòñÿ â ðàáîòå [1]).
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïîëå ñòîÿ÷åé âîëíû. Â ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, ãäå îñü z íàïðàâëåíà âäîëü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~B0, åå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
ìîæíî çàïèñàòü êàê ~A = A1{cos(ωt) cos(kz), sin(ωt) cos(kz), 0}. Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàã-
íèòíîå ïîëÿ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿò îò z è âðàùàþòñÿ â ïëîcêîñòè x, y â îäíó ñòîðîíó
ñ èîíàìè. Âèäíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ âîëíû èíâàðèàíòíû ê ñäâèãàì
â ïëîñêîñòè x, y, à òàê æå ê îäíîâðåìåííîìó ñäâèãó ïî âðåìåíè íà δt è ïîâîðîòó â
ïëîñêîñòè x, y íà óãîë ωδt, òî åñòü èìåþòñÿ òðè èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ïîñëå ðÿäà ïðå-
îáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ îïèñàííûì â ïðèëîæåíèè 1, ìîæíî ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíèàí,

16



îïèñûâàþùèé äâèæåíèå èîíà â ïîëå ñòîÿ÷åé àëüôâåíîâñêîé âîëíû:

Hi [τ ; Φ,Y,Z;M,Py,P] =
(

1 +
ω

Ωci

)
M+

(P −M)2

2
+ 2sws

√
2Mw cosZ cos(Φ + Z) + 2w2 cos2Z, (39)

ãäå Y è Py ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ,

M =
1

2

(
k

miΩci

)2 (
p2

x + (py −miΩcix)2
)
, Φ = arctan

py −miΩcix

px

− kz − ωt,

P =
k

miΩci

pz +
1

2

(
k

miΩci

)2 (
p2

x + (py −miΩcix)2
)
, Z = kz, τ = |Ωci|t. (40)

Ðèñ. 5: ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ ñòîÿ÷åé âîëíû ïðè w = 10−4. Ñèíèå òî÷êè � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
÷àñòèö, êðàñíûå òî÷êè � ïîëîæåíèå ÷àñòèö ïðè τ = 100
.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ãðóïïû

÷àñòèö â ñòîÿ÷åé àëüôâåíîâñêîé âîëíå. Êàê óêàçûâàëîñü â ïóíêòå 4.2.3, â ñëó÷àå îäíîé

áåãóùåé âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû èçìåíåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïðè äâèæåíèè ìàëî. Êàê

ïîêàçûâàåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå, èçìåíåíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì

äàæå â ñëó÷àå ñëàáîé âîëíû. Ñèëüíûå ðàçëè÷èÿ õàðàêòåðà äâèæåíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ

óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå èç ìîäåëåé ñ áåãóùåé è ñòîÿ÷åé âîëíàìè,

ìîãóò çàìåòíî ðàçëè÷àòüñÿ.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ðÿä ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèå íàñûùåíèÿ àëüô-

âåíîâñêîé èîííî-öèêëîòðîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Äàíî êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ðàçâè-

òèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ïëàçìå ñ àíèçîòðîïíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ è óêàçàíà

áîëüøàÿ ðîëü ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö � óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ öèêëîòðîííîãî ðåçîíàí-

ñà kV|| = ω − Ωci. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà ïîëó÷åí êëàññ òî÷íûõ

ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ àëüôâåíîâñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü îäíîðîäíî-

ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîé ïëàçìå. Â ìîäåëè, ãäå àíèçîòðîïèÿ ïîääåðæèâàåòñÿ

èíæåêöèåé èîíîâ â ïëàçìó, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåå ñòàöèîíàðíóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ. Äëÿ íóëåâîãî ðàçáðîñà èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö

ïî ñêîðîñòÿì (òî÷å÷íàÿ èíæåêöèÿ) è âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû â ýòîé ìîäåëè ïîëó÷åíà

àíàëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè âîëíû è ïàðàìåòðàìè èíæåêöèè. Äëÿ íåòî-

÷å÷íîé èíæåêöèè áûëî ïîñòðîåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå òî÷å÷íîé

èíæåêöèè àìïëèòóäà âîëíû çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì â ñëó÷àå øèðîêîé, ÷òî ñâÿçàíî ñ

êîìïåíñàöèåé âêëàäîâ îò ðåçîíàíñíûõ è íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö.

Òàêæå ÷èñëåííî èññëåäîâàíî äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîëå ñòîÿ÷åé àëüôâåíîâñêîé âîë-

íû. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñòîÿ÷åé è áåãóùåé âîëíå ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷àåòñÿ. Ïîýòîìó ìîäåëü ñî ñòîÿ÷åé âîëíîé ìîæåò äàâàòü ðåçóëüòàòû, îòëè÷íûå

îò òåõ, ÷òî ïîëó÷åíû â ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ ñ áåãóùåé âîëíîé.
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6 Ïðèëîæåíèå 1

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì (3). Ñäåëàåì êàíîíè÷å-

ñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F0 [µ, Py, Pz, ~r] = µ (Θ + sin Θ cos Θ) + Py y + Pz z , (41)

ãäå Ωsc = esB0/(msc) åñòü öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà ÷àñòèöû ñîðòà s, à ôóíêöèÿ ôóíêöèÿ

Θ[µ, Py, x] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Py = msΩcs(x + ρ sin Θ) . (42)

Çäåñü ρ =
√

2µ/|msΩcs| � ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ ÷àñòèöû. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ

∂F0

∂Θ
= 2µ cos2 Θ ,

∂Θ

∂µ
=
− sin Θ

2µ cos Θ
, ∇Θ =

−~ex

ρ cos Θ
,

∂Θ

∂Py

=
1

msΩcsρ cos Θ
, (43)

ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ñòàðûìè è íîâûìè ïåðåìåííûìè

{x, y, z} =
{

Py

msΩcs

− ρ sin θ, Y − scsρ cos θ, Z
}

, {px, py, pz} = {−ms|Ωcs|ρ cos θ, Py, Pz} ,

θ = Θ = −scs arctan

[
py −msΩcsx

px

]
, µ =

1

2ms|Ωcs|
{
p2

x + (py −msΩcsx)2
}

, scs ≡
Ωcs

|Ωcs|
.(44)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí

H̃s = |Ωcs|µ +
P 2

z

2ms

+
√

2µms|Ωcs|
esA1

msc
cos [−scsθ + kZ − ωt] +

e2
sA

2
1

2msc2
. (45)

Ñäåëàåì âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F1

[
µ̃, P̃y, P̃z; θ, Y, Z; t

]
= µ̃{θ − scs(kZ − ωt)}+ P̃y Y + P̃z Z , (46)

êîòîðîå äàåò

µ = µ̃ , Py = P̃y , Pz = P̃z − scskµ̃ ,

Φs = θ − scs(kZ − ωt) , Ỹ = Y , Z̃ = Z (47)

è

˜̃Hs[t; Φs, Ỹ , Z̃; µ̃, P̃y, P̃z] = (|Ωcs|+ scsω)µ̃ +
(P̃z − scskµ̃)2

2ms

+
√

2µ̃ms|Ωcs|
esA1

msc
cos Φs . (48)
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Îáåçðàçìåðèì ïåðåìåííûå íà ìàññó è öèêëîòðîííóþ ÷àñòîòó ÷àñòèöû è íà âîëíîâîé

âåêòîð âîëíû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Φs = Φs , Ms = µ̃
k2

ms|Ωcs|
, Y = Ỹ k , Pys = P̃y

k

ms|Ωcs|
, Z = Z̃k , Ps = P̃z

k

ms|Ωcs|
,

τs = t|Ωcs| , Hs = ˜̃Hs
k2

msΩ2
cs

, ṽφs =
ω

Ωcs

, w =
|A1k|
|B0|

, sws =
esA1

|esA1|
,

Hs[τs; Φs,Y ,Z;Ms,Py,Ps] = (1 + ṽφs)Ms +
(Ps − scsMs)

2

2
+ sws

√
2Msw cos Φs .(49)

Ñäåëàåì íîâîå ïðåáðàçîâàíèå

Φs = Φs , MTs = Ms/(2w
2/3) , Y = Y , PyTs = Pys/(2w

2/3) ,

Z = Z , P̆s = Ps/(2w
2/3) , τTs = τsw

2/3 , H̆s = Hs/(2w
4/3) ,

H̆s[τTs; Φs,Y ,Z;MTs,PyTs, P̆s] = M2
Ts −

(
2scsP̆s −

1 + ṽφs

w2/3

)
MTs + sws

√
MTs cos Φs + P̆2

s .(50)

Ñäåëàåì ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F̆ [τTs; Φs,Y ,ZTs;MTs,PyTs, P̆s] = ΦsMTs + YPyTs + ZTs

(
2scsP̆s −

1 + ṽφs

w2/3

)
− P̆2

s τTs ,(51)

êîòîðîå äàåò

Φs = Φs , MTs = MTs , Y = Y , PyTs = PyTs ,

ZTs = scs

(
Z/2 + P̆sτTs

)
, αs = 2scsP̆s − (1 + ṽφs) /w2/3 (52)

è ãàìèëüòîíèàí

HTs[τTs; Φs,Y ,ZTs;MTs,PyTs, αs] = M2
Ts − αsMTs + swsM1/2

Ts cos Φs . (53)

7 Ïðèëîæåíèå 2

Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà-Ìàêñâåëëà äëÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû èìåþò âèä

∂2

∂t2
~A− c2∇2 ~A = 4πc~j, ∇ ~A = 0, ~j =

∑
s=i,e

es

∫
~vsfsd

3p =
∑
s=i,e

es

ms

∫ (
~p− es

c
~A
)

fsd
3p,

dfs

dt
=

∂fs

∂t
+ {fs, Hs} = 0, Hs =

1

2ms

(
~p− es

c
~A
)2

,
∑
s=i,e

es

∫
fsd

3p = 0.(54)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë èùåì â âèäå ~A = ~A0 + ~A1 cos Ψ−~b× ~A1 sin Ψ, ãäå Ψ = k(~b~r)−ωt

� ôàçà âîëíû, ~b � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ïîñòîÿííîãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
~B0 = ∇× ~A0. Ïîëó÷àåì ∂2

t
~A− c2∇2 ~A = (k2c2 − ω2)

(
~A1 cos Ψ−~b× ~A1 sin Ψ

)
.
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Ââåäåì íîâûå ñêîðîñòè ~V = ~b
(
v|| − ω

k

)
+~v⊥ cos Ψ+~b×~v⊥ sin Ψ, ãäå v|| = ~b·~v, ~v⊥ = ~v−~bv||.

Îòñþäà ~v = ~bω
k

+ V|| + ~V⊥ cos Ψ−~b× ~V sin Ψ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå

äëÿ ïëîòíîñòè òîêà â óðàâíåíèè Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àåì

(k2c2 − ω2)( ~A1 cos Ψ−~b× ~A1 sin Ψ) = 4πc(~bJ|| + ~J⊥ cos Ψ−~b× ~J⊥ sin Ψ), (55)

ãäå

~J =
∑
s=i,e

es

∫ (
~Vs +~b

ω

k

)
fsd

3p = ~b~j|| +~j⊥ cos Ψ +~b×~j⊥ sin Ψ, (56)

îòêóäà

~J =
k2c2 − ω2

4πc
~A1. (57)

Èç ñîîòíîøåíèé (44), (47), (49), (50) è (52) ïîëó÷àåì

Vxs = scs

√
2msµ|Ωcs| cos Φ− esA1

c
= −|Ωcs|

k

(
2w1/3

√
MTs cos Φ + swsw

)
,

Vys = vy cos Ψ + vx sin Ψ =
√

2msµ|Ωcs| sin Φ = 2
Ωcs

k
w1/3

√
MTs sin Φ,

Vzs =
Ωcs

k

(
1− (2MTs − α)w2/3

)
, (58)

ïðè ýòîì

d3Vs = dΦsdMTsdαs

∣∣∣∣∣ ∂(Vxs, Vys, Vzs)

∂(Φs,MTs, αs)

∣∣∣∣∣ = dΦsdMTsdαs

∣∣∣∣∣2Ω3
csw

4/3

k3

∣∣∣∣∣ . (59)

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò αs è HTs = M2
Ts−αsMTs + sws

√
MTs cos Φs � èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Âëàñîâà. Ïîýòîìó â

êà÷åñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëàíèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ âîçüìåì ôóíêöèè Fe = Fe[HTe, αe]

è Fi = Fi[HTi, αi]. Ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå (56) è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (58) è (59),

ïîëó÷èì

−
∑
s=i,e

es

∣∣∣∣∣4Ω4
csw

5/3

k4

∣∣∣∣∣
∫

dMTsdαs

π∫
−π

(√
MTs cos Φs +

swsw
2/3

2

)
Fs[HTs, αs]dΦs = A1

k2c

4π
,

∑
s=i,e

esΩcs

k

∣∣∣∣∣2Ω3
csw

4/3

k3

∣∣∣∣∣
∫

dMTsdαs

π∫
−π

(
1− (2MTs − αs)w

2/3
)
Fs[HTs, αs]dΦs = 0.(60)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäíèé ïðîäîëüíûé èìïóëüñ ïëàçìû ðàâåí íóëþ (îíà ïîêîèòñÿ),

ïîëó÷àåì
1∑

s′ ms′ns′

∑
s=i,e

ms

∫ (
Vz +

ω

k

)
Fsd

3Vs = 0,
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ω

k
= −

∑
s=i,e

ms∑
s′ ms′ns′

Ωcs

k

∣∣∣∣∣2Ω3
csw

4/3

k3

∣∣∣∣∣
∫

dMTsdαs

π∫
−π

(
1− (2MTs − αs)w

2/3
)
Fs[HTs, αs]dΦs,(61)

ãäå

ns =
∫
Fsd

3Vs =

∣∣∣∣∣2Ω3
csw

4/3

k3

∣∣∣∣∣
∫

dMTsdαs

π∫
−π

Fs[HTs, αs]dΦs (62)

� êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ñîðòà s.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Î[f ] =

∞∫
−∞

dα

∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦf [Φ,MT , α].

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (60) ïîëó÷àåì Ω4
ciÎ[(1−(2MTi−αi)w

2/3)Fi] = Ω4
ceÎ[(1−(2MTe−

αe)w
2/3)Fe], à èç óñëîâèÿ êâàçèíåéòðàëüíîñòè ïëàçìû,

∑
esns = 0, ñëåäóåò |Ω3

ci|Î[Fi] =

|Ω3
ce|Î[Fe]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (61), ïîëó÷àåì

ω

Ωci

= w2/3 Î[(2MTi − αi)Fi]

Î[Fi]
− 1 (63)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (60) ñëåäóåò

16πw5/3

k6c

∑
s=i,e

esΩ
4
cs

(
Î[
√
MTs cos ΦsFs] +

scsw
2/3

2
Î[Fs]

)
= −A1. (64)

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íà êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö ïëàçìû (62) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíî-

øåíèåì kA1 = wB0, ïîëó÷èì

k2 =
8πw−2/3n

B0c

∑
s=i,e

es|Ωcs|
(

Î[
√
MTs cos ΦsFs]

Î[Fs]
+

scsw
2/3

2

)
. (65)

Ââåäÿ óñðåäíåíèå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (9) èç (60), (63) è (65) ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèÿ (8).

8 Ïðèëîæåíèå 3

Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (10). Ïåðåéäåì â íåì ê ïåðåìåííûì ãàìèëüòîíèàíà

(4). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ êàê fi(~v, t) = Fi(~V , t), ãäå ~V = v||~b +

~v⊥ cos Ψ +~b× ~v⊥ sin Ψ. Òîãäà ~v = ~V|| + ~V⊥ cos Ψ−~b× ~V⊥ sin Ψ,

∂f

∂vk

=
∂F

∂Vi

∂Vi

∂vk

=
∂F

∂Vi

(bibk + (δik − bibk) cos Ψ + einkbn sin Ψ), vk
∂f

∂vk

= Vi
∂F

∂Vi

.
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Èç âûðàæåíèé (58) ñëåäóåò

∂

∂Vxs

=
k

2|Ωs|w1/3

(
−2
√
MTs cos Φs(

∂

∂MTs

+ 2
∂

∂αs

) +
sin Φs√
MTs

∂

∂Φs

)
,

∂

∂Vys

=
k

2|Ωs|w1/3

(
2
√
MTs sin Φs(

∂

∂MTs

+ 2
∂

∂αs

) +
cos Φs√
MTs

∂

∂Φs

)
,

∂

∂Vzs

=
k

Ωsw2/3

∂

∂αs

.(66)

Äëÿ áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èîíîâ F̃ = νie|Ωci|3/(Jinjk
3)Fi, óðàâíåíèå (6)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

w2/3Ωci

(
∂F̃i

∂τTi

+ {HTi, F̃i}
)

= νie
~V

∂

∂~V
F̃i +

νie|Ωci|3

Jinjk3
S[~p] + (3νie − νch − νL[~p])F̃i,

{HTs, Fi} =

(
2MTs − αs + sws

cos Φs

2
√
MTs

)
∂f

∂Φs

−MTs
∂f

∂ZT

+ sws

√
MTs sin Φs

∂f

MTs

,

~V
∂

∂~V
=
(
2MTs + w2/3 (HTs − αsMTs)

) ∂

∂MTs

+

+
(
αs + 2MTs + 2w2/3 (HTs − αsMTs) +

1− vph

w2/3

)
∂

∂αs

− swsw
2/3

2

sin Φs√
MTs

∂

∂Φs

. (67)

Ôóíêöèþ F̃i[~V ] = F̃i[MT , α, Φ] â óðàâíåíèè (10) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ôóíêöèé

îò "áûñòðûõ"è "ìåäëåííûõ"ïåðåìåííûõ F̃i = Fi[HT , α]+ δfi, ãäå δfi = 0 è δfi ∼ νie/Ωci.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ δf äàñò âêëàä â ïëîòíîñòü òîêà â óðàâíåíèè Ìàêñâåëëà, â âåê-

òîðíîì ïîòåíöèàëå ïîÿâèòüñÿ äîáàâêà ~A = ~A0 + δ ~A, δ ~A ∼ (νie/Ωci), èç-çà ÷åãî ïî-

ÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â ãàìèëüòîíèàíå, H = (~p − q
c
( ~A0 + δ ~A))2/(2m) =

H0 + (νie/Ωci)H1 + (νie/Ωci)
2H2. H1 ëèíåéíî çàâèñèò îò δf , ïîýòîìó ñðåäíåå H1 = 0.

Ïîäcòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (10) è óñðåäíèâ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

νie

(
A∂Fi

∂α
+ B ∂Fi

∂HT

)
+ w

2
3 Ωci

(
νie

Ωci

{H1, δfi}+
ν2

ie

Ω2
ci

{H2,Fi}
)

+ (3νie − νch − νL)Fi +

+S[~p] + νie
~V

∂

∂~V
δfi = 0, (68)

ãäå

A = 2w2/3H +
1

w2/3

(
w2/3α + 1

)
+

ω

w2/3Ωci

+ 2
(
w2/3α + 1

)
M− 2w2/3M2 ,

B = H
(
1− w2/3α

)
+

w2/3

2
−
{(

w2/3α + 1
)2

+
ω

Ωci

} M
w2/3

+
(
w2/3α + 1

)
M2 . (69)

Ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè, êâàäðàòè÷íûìè ïî νie/Ωci, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè

Fi:

νie

(
A∂Fi

∂α
+ B ∂Fi

∂HT

)
+ (3νie − νch − νL)Fi + S[~p] = 0. (70)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé òî÷å÷íîé èíæåêöèè, êîãäà ñêîðîñòü èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ v|| =

0, v2
⊥ = 2Einj/m. Â ñîîòâåòâòâèè ñ (58) ýòî äàåò

V|| = −ω

k
=

Ωci

k

(
1− (2Minj − αinj)w

2/3
)
,

V 2
⊥ =

4w4/3Ω2
ci

k2

(
Hinj +

w2/3

4
+
(
w2/3αinj + 1

)Minj

w2/3
−M2

inj

)
=

2Einj

m
, (71)

MTi = Minj[αi] =
1

2w2/3

(
w2/3αi + 1 +

ω

Ωci

)
,

HTi = Hinj[αi] =
k2Einj

2w4/3Ω2
cimi

− w2/3

4
−
(
w2/3αi + 1

)MTi

w2/3
+M2

Ti =

=
1

4w4/3

{
Ẽinj − w2 +

ω2

Ω2
ci

−
(
w2/3αi + 1

)2
}

,

cos2 Φi =
(HTi −M2

Ti + αiMTi)
2

MTi

=

{
Ẽinj − w2 − 2

(
w2/3αi + 1 + ω

Ωci

)}2

8w2
(
w2/3αi + 1 + ω

Ωci

) ≤ 1 , (72)

ãäå Ẽinj = 2k2Einj/(Ω
2
cimi).

Íåðàâåíñòâî (72) ýêâèâàëåíòíî(√
Ẽinj − w

)2

≤ 2
(
w2/3αi + 1 +

ω

Ωci

)
≤
(√

Ẽinj + w
)2

. (73)

Òàêèì îáðàçîì, èñòî÷íèê èîíîâ

Si =
Jinj

πm3
i

δ[V 2
⊥ − 2Einj/mi]δ[V‖] =

=
Jinj|k|3

8πm3
i w

2|Ωci|3
δ [HTi −Hinj[αi]] δ [MTi −Minj[αi]] σ[1− cos2 Φi] , (74)

ãäå σ[x] = (x + |x|)/2 � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Óñðåäíèâ èñòî÷íèê, ïîëó÷èì S = JinjS̃[α]δ[H−Hinj[α]]/m3
i , ãäå

S̃[α] =
1

8πw2
δ [M−Minj[α]] =

1

8πw2

1

T

∮
δ [M−Minj[α]]

dM
M1/2| sin Φ|

=

=
NM

8πw2T [Hinj, α]
√
Minj − (Hinj −M2

inj + αMinj)2
, (75)

ãäå NM � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ H = Hinj[α] è M = Minj[α]. Â ïëîñêîñòè

HT , α èíæåêòèðóåìûì ÷àñòèöàì ñîîòâåòñòâóåò ëèíèÿ

Ginj[H, α] =

(
4w4/3H + w2 − ω2

Ω2
ci

+
(
w2/3α + 1

)2
)
×
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×σ

8w2
(
w2/3α + 1 +

ω

Ωci

)
−
(

4w4/3H + w4/3α2 −
(
1 +

ω

Ωci

)2
)2
 = Ẽinj . (76)

Â îáëàñòè ìåæäó ëèíèåé èíæåêöèè è êîíóñîì ïîòåðü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (70) ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

Fi[H, α] =
S̃[αinj]∣∣∣B[hinj, αinj]−A[hinj, αinj]dHinj/dα

∣∣∣ exp

−(3− ηex)

H∫
hinj

dh

B[h, a[h]]

 =

=
S̃[αinj]∣∣∣B[hinj, αinj] +A[hinj, αinj](αinj + w−2/3)/2

∣∣∣ exp

−(3− ηex)

α∫
αinj

da

A[ĥ[a], a]

 , (77)

Ïëîòíîñòü èîíîâ

ni = 2w4/3Jinj

νie

∫
Fi[H[Φ,M, α], α] dΦ dM dα . (78)

9 Ïðèëîæåíèå 4

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ êàê ôóíêöèþ îò ~V = ~bv|| + ~v⊥ cos Ψ +
~b × ~v⊥ sin Ψ, fe = fe[~V ] ãäå Ψ = kz − ωt. Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå Âëàñîâà,

ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

∂fe

∂t
+

∂fe

∂~r

∂He

∂~p
− ∂fe

∂~p

∂He

∂~r
=

∂fe

∂~V
·
((

~V − ω

k
~b
)
×
(
−k(~V|| −

ω

k
~b) + Ωce

~b +
eek

mec
~A1

))
= 0.(79)

Èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ṽph = −ω/Ωci, ~u = −k~V /Ωci, w = −kA1/B0, F̃ =

|Ω3
ci/(nek

3)|fe, ~e1 = ~A1/A1, ìîæíî ïåðåïèñàòü (79) êàê

∂F̃e

∂~u
·
((

~u− ṽph
~b
)
×
(
~b− me

mi

(~u|| − ṽph
~b)− w~e1

))
= 0. (80)

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ áóäåì ñ÷èòàòü óñðåäíåííîé ïî òðàåêòîðèè ìàêñ-

âåëëîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Òîãäà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå F̃ = F̃0[u] + f̃ [~u], ãäå F0 � îáåçðàçìåðåííàÿ ìàêñâåëëîâñêàÿ ôóíêöèÿ, à

f̃ � äîáàâêà. Ñ÷èòàÿ àìïëèòóäó âîëíû ìàëîé, w � 1, â ïðåäåëå me/mi → 0 ïîëó÷àåì

∂f̃e

∂~u

(
~u×~b

)
= −w

ṽph

u
F̃ ′

0~e1

(
~u×~b

)
. (81)

Èñïîëüçóÿ ~u = ~e1u sin θ cos φ+(~b×~e1)u sin θ sin φ+~bu cos θ è ∂~uf ·(~u×~b) = −∂φf , ïîëó÷èì

f̃ = −wṽphF̃
′
0 sin θ cos φ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ
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ðàâíà íóëþ

∫
u||(F̃0[u] + f̃ [~u])d3u = −wṽph

π∫
0

sin2 θ cos θdθ

∞∫
0

F̃ ′
0[u]u3du

π∫
−π

cos φdφ = 0, (82)

èëè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (58), w2/3〈2MT − α〉e − 1 = −ω/Ωce. Ïðè ýòîì ïðè âûïîëíåíèè

âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (8) ïåðâîå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Òàê æå ïîëó÷àåì

∫
(~e1~u)(F̃0[u] + f̃ [~u])d3u = −wṽph

∞∫
0

u3F̃ ′
0du

π∫
0

sin3 θdθ

π∫
−π

cos2 φdφ =

= 4wṽphπ

∞∫
0

u2F̃0du = wṽph. (83)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî
∫

F̃0u
2 sin θdudθdφ = 4π

∫
F̃0u

2dV = 1.

Èç (58) ïîëó÷àåì 2w−2/3〈
√
MTe cos Φ〉e − 1 = −ṽph(Ωci/Ωce) = ω/Ωce. Îòñþäà èç òðå-

òüåãî óðàâíåíèÿ â (8) ïîëó÷àåì

k2 =
ω2

pi

c2

(
2w−2/3〈

√
MTi cos Φ〉i − 1 +

ω

Ωci

)
. (84)

10 Ïðèëîæåíèå 5

Èíòåãðàëû â âûðàæåíèè (8) ìîãóò áûòü èçìåíåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

∞∫
−∞

dα

∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦf [MT , α, Φ] =

∞∫
−∞

dα

∞∫
Hmin

dHT

(
∂MT

∂HT

f [MT , α, Φ] dΦ

)
=

=

∞∫
−∞

dα

∞∫
Hmin

dHT T [HT , α] f [HT , α] , (85)

ãäå f � ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèè îò âåëè÷èíû f .

Êàê îòìå÷àëüñü, ïðè òî÷å÷íîé èíæåêöèè áîëüøàÿ ÷àñòü ÷àñòèö îêàçûâàþòñÿ çà-

õâà÷åííûìè. Äëÿ íèõ ñðåäíåå ïî òðàåêòîðèè îò ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè w2/32MT − α =
w√
ᾰ

(
1 + (β̆ − 1)E

[
β̆+1

β̆−1

]
/K

[
β̆+1

β̆−1

])
∼ w, ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâêå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ äëÿ çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö âî âòîðîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì, ÷òî ṽph + 1 ∼ w.

Â âûðàæåíèè (85) ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ âäîëü õàðàêòåðèñòèê:

∞∫
−∞

dα

∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦf [MT , α, Φ] =

max αinj∫
min αinj

dαinj

αinj∫
αloss

dα
∂HT

∂αinj

T [ĥ[α, αinj], α]f [ĥ[α, αinj].α],(86)
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Çäåñü ĥ[α, αinj] � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê, αloss � çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì

õàðàêòåðèñòèêà ñ äàííûì αinj óõîäèò â êîíóñ ïîòåðü. Èç âûðàæåíèé äëÿ õàðàêòåðèñòèê

çàõâà÷åííûõ ÷àñòèö (35) ïîëó÷àåì

∂HT

∂αinj

= −
(β̆ − 1)2

(
K
[

β̆+1

β̆−1

]
− E

[
β̆+1

β̆−1

])3
K
[

β̆inj+1

β̆inj−1

]
2w2/3(β̆inj − 1)2K

[
β̆+1

β̆−1

] (
K
[

β̆inj+1

β̆inj−1

]
− E

[
β̆inj+1

β̆inj−1

])3 . (87)

Ïðè òî÷å÷íîé èíæåêöèè äëÿ èíæåêòèðóåìûõ ÷àñòèö ïàðàìåòð ᾰ ëåæèò â ïðåäåëàõ(√
Ẽinj − w

)2

≤ (ᾰ + 2 + 2ṽph) ≤
(√

Ẽinj + w
)2

. Ââåäÿ ïàðàìåòð xα = (2ᾰinj − ᾰmax −
ᾰmin)/(ᾰmax − ᾰmin), êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ îò −1 äî 1, ïîëó÷èì

ᾰinj = Ẽinj − 2(1 + ṽph) + w2 + 2w
√

Ẽinj xα,

β̆inj =
(1 + ṽph)

2/w − 2w − 2
√

Ẽinj xα

2

√
Ẽinj − 2(1 + ṽph) + w2 + 2w

√
Ẽinj xα

= −xα + O(w). (88)

Âñå ÷àñòèöû, äëÿ êîòîðûõ −1 < β̆inj < 1, ÿâëÿþòñÿ çàõâà÷åííûìè. Âèäíî, ÷òî ÷èñëî

íåðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö ìàëî � ïîðÿäêà w, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðè èíòåãðèðîâàíèè

èõ âêëàäîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â èíòåãðàëå (86) ïåðåéäåì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî α è αinj ê β̆ è β̆inj. Èç (88) è (35) ïî-

ëó÷èì dαinj = dᾰinj/(2w
2/3) = −w1/3

√
Ẽinjdβ̆inj è dα = (Ẽinj/(2w

2/3)) d
dβ̆

(β̆injG[β̆]/(β̆G[β̆inj]))
2

∞∫
−∞

dα

∞∫
0

dMT

π∫
−π

dΦf [MT , α, Φ] = −1

2
Ẽ

3/2
inj w−1/3

1∫
−1

dβ̆inj

β̆2
inj

G2[β̆inj]

1∫
β̆loss

dβ̆ T
∂HT

∂αinj

f
d

dβ̆

G2[β̆]

β̆2
.(89)

Èç (35), (37) è (75) ñ ó÷åòîì (88) ïîëó÷àåì

F = Finj

(
αinj

α

)n

=
1

wẼ
3/2
inj

√
1− x2

α

(
β̆injG[β̆]

β̆ G[β̆inj]

)2n

, n =
3− νch/νie

2
. (90)

Ââåäåì âåëè÷èíó

β̃ =
8πEinjni

B2
0

√
Jinj

νieni

, (91)

êîòîðàÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì äàâëåíèÿ ïëàçìû ê äàâëåíèþ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èç (78) è (84) ïîëó÷àåì

νieni

Jinj

= 2w4/3
∫
Fi[H[Φ,M, α], α] dΦ dM dα = Fn[w, Ẽinj] = Ẽ

−1/4
inj F1[n],

k2mic
2

4πnie2
i

= 2w−2/3
〈
M2

T −HT − αMT

〉
i
− 1 + ṽph = Fk[w, Ẽinj] =

√
Ẽinj

w

F2[n]

F1[n]
, (92)
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ãäå

F1[x] = 2
√

2

1∫
−1

(1− y)2x− 7
2

√
1− y2

(
E

[
y + 1

y − 1

]
−K

[
y + 1

y − 1

])4x−6

K

[
y + 1

y − 1

]
Î1(y, x)dy,

Î1(y, x) =

y∫
−1

(1− l)2−2x

(
E

[
l + 1

l − 1

]
−K

[
l + 1

l − 1

])5−4x

K

[
l + 1

l − 1

]
dl;

F2[x] = 4
√

2

1∫
−1

(1− y)2x− 9
2

√
1− y2

(
E

[
y + 1

y − 1

]
−K

[
y + 1

y − 1

])4x−8

K

[
y + 1

y − 1

]
Î2(y, x)dy,

Î2(y, x) =

y∫
−1

(1− l)3−2x

(
E

[
l + 1

l − 1

]
−K

[
l + 1

l − 1

])7−4x (
K

[
l + 1

l − 1

]
+ (l − 1)E

[
l + 1

l − 1

])
dl.

(93)

Òàêèì îáðàçîì,

β̃ =
Ẽinj

Fk[w, Ẽinj]
√

Fn[w, Ẽinj]
= wẼ

5/8
inj

√
F1[n]

F2[n]
. (94)

Ïîñêîëüêó Ẽinj = k2ρ2, ãäå ρ � ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ èíæåêòèðóåìûõ èîíîâ, ïîëó÷èì

w =
β̃

(kρ)5/4
FB

[
νch

νie

]
, FB[x] =

F2[(3 + x)/2]√
F1[(3 + x)/2]

. (95)

Ïîäñòàâèâ (87), (88) è (90) ñ ó÷åòîì (85) âî âòîðîå âûðàæåíèå â (8) è ðàçëîæèâ

ðåçóëüòàò ïî w, ïîëó÷èì

ω

Ωci

= −1 +
w√
Ẽinj

Fω

[
νch

νie

]
Fω[x] =

F3[(3 + x)/2]

F2[(3 + x)/2]
, (96)

ãäå

F3(x) = 4
√

2

1∫
−1

(1− y)2x− 5
2

√
1− y2

(
E

[
y + 1

y − 1

]
−K

[
y + 1

y − 1

])4x−4

K

[
y + 1

y − 1

]
Î3(y, x)dy,

Î3(y, x) =

y∫
−1

(1− l)1−2x

(
E

[
l + 1

l − 1

]
−K

[
l + 1

l − 1

])3−4x (
K

[
l + 1

l − 1

]
+ (l − 1)E

[
l + 1

l − 1

])
dl.(97)
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