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1. Введение

Открытые ловушки (ОЛ) - разновидность магнитных ловушек для удержания

термоядерной плазмы. Для ОЛ характерна линейная геометрия, а силовые ли-

нии магнитного поля пересекают торцевые поверхности плазмы. ОЛ просты в

инженерном отношении, в них более эффективно используется энергия маг-

нитного поля, удерживающего плазму, легче решается проблема удаления из

плазмы тяжёлых примесей и продуктов термоядерных реакций. Однако воз-

можность реализации этих преимуществ в термоядерном реакторе на основе

ОЛ требует эксперименатальных подтверждений.

Одной из реализаций осесимметричной ОЛ с максимально простой магнит-

ной системой является газодинамическая ловушка. Она представляет из себя

простой пробкотрон с большим пробочным отношением R ≫ 1 и с длиной L,

для которых выполняется условие

L≫ λii
lnR
R

, (1)

где λii - длина свободного пробега ионов при рассеянии на малый угол. Условие

(1) означает, что время жизни плазмы оценивается как время истечения идеаль-

ного газа из большого объема с малым отверстием.

В ИЯФ была построена осесимметричная ловушка газодинамического типа

«ГДЛ», в которой удерживается двухкомпонентная плазма - столкновительная

фоновая плазма с Te, Ti < 1 кэВ и плотностью до 2 ·1014 см−3 и горячие ионы со

средней энергией порядка 10 кэВ и плотностью до 1013 см−3. Горячая компонен-

та создаётся инжекторами нейтральных пучков, расположенных под углом 45o

к оси установки (Рис. 1). Горячие ионы удерживаются в бесстолкновительном

газодинамическом режиме между точками остановки с пробочным соотноше-
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ниемR = 2.

Рис. 1: Схема ГДЛ

ВОЛ с осесимметричной геометрией магнитного поля существует желобко-

вая неустойчивость [10], приводящая к сильным потерям. Возникновение же-

лобковой неустойчивости связано с тем, что плазма, как всякий диамагнетик,

стремится перемещаться в сторону более слабых магнитных полей. В результа-

те отдельные трубки силовых линий будут всплывать вместе с заключённой в

них плазмой в сторону более слабого поля. Для обеспечения устойчивости плаз-

мы были предложены различные способы стабилизации желобковой неустой-

чивости.

Критерий устойчивости ОЛ по отношению к желобковой неустойчивости

представляется в виде

I =

∫
π∥ + π⊥

r (l)B2
κ (l) dl > 0, (2)

где π∥ и π⊥ - компоненты тензора плотности потока импульса, r (l) - расстоя-

ние от силовой линии до оси, κ (l) - кривизна силовой линии. В работе [1] была
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разработана схема стабилизатора для ГДЛ. При добавлении концевого элемен-

та в установке экспериментально были созданы условия, при которых критерий

(6) удовлетворялся. Магнитное поле в стабилизаторе имело конфигурацию ан-

типробкотрона, что создавало среднюю кривизну, благоприятную для удержа-

ния. Допольнительным методом стабилизации является эффект конечного лар-

моровского радиуса (КЛР) частиц. Коротковолновые возмущения в ГДЛ стаби-

лизируются горячими ионами и этот эффект усиливается с азимутальным но-

мером возмущения. Нестабилизированной остаётся только электростатическая

модаm = 1 [9].

Ещё одним возможным механизмом подавления желобковой неустойчиво-

сти является сдвиговое течение плазмы. В экспериментах на ГДЛ, при которых

напряжение подавалось на лимитеры и секционированноый плазмоприёмник,

был обнуружен улучшенный режим удержания в необычных условиях.

По данным о потоке ионов в расширитель и о плазме в центральной ячейке

в эксперименте с отключенным каспом-стабилизатором [2] оказалось, что для

ГДЛ критерий (2) не выполняется и I = Iexpander + Icenter < 0. При этом, время

удержания плазмы в ловушке становится порядка времени продольных потерь.

Распределение плавающего потенциала в центральной области удержания по-

казано на Рис. 2.
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Рис. 2: Радиальный профиль плавающего потенциала в центральном сечении
ГДЛ. Розовым - «ступенька» потенциала, синим - плавающий потенциал плаз-
мы.

Обоснование режима удержания с потенциалом на плазмоприёмниках про-

водилось в [6, 4]. Основная идея заключалась в том, что горячая плазма, нахо-

дящаяся в центре двухмерного вихря, будет удерживаться внутри не переме-

щаясь конвективным образом к стенке, если линии тока в этом вихре концен-

тричны и замкнуты, и сам вихрь не смещается. Эти условия удовлетворяются,

если вихревой поток поддерживается дополнительным широм скорости от пла-

стин плазмоприёмника, находящихся под постоянным потенциалом. Оказыва-

ется, что если на пластинах плазмоприёмника сформировать ступенчатый по-

тенциал (Рис. 2), в плазме его форма изменится вследствие переноса момента

импульса. Неустойчивая крупномасштабная желобковая мода смещает плазму
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с центра. При этом на силовые трубки, проходящие через скачок потенциала,

действует сила Ампера, направленная по азимуту, и порождающая радиальный

ток

J⊥ =
e

c
[B × F ]

Эта сила возникает, если имеется вынос импульса вдоль ловушки на стенку

Fϕ ∝ υ∥
∂υϕ
∂z

.

При этом плазма должна оставаться квазинейтральной и поддерживать амби-

полярный баланс. Значит в области сдвигового течения образуется область, где

пъедестал потенциала размывается радиальным током. Внутри слоя с изменя-

ющимся потенциалом возникает дополнительное радиальное поле, порождаю-

щее вихревой барьер. Центральная часть плазмы будет находиться в застойной

зоне вихревого течения, а неустойчивые моды при определённой высоте потен-

циала нелинейно насыщаться. Этот улучшенный метод удержания был назван

«вихревым удержанием», так как при его использовании плазма удерживается

в застойной зоне вихревого течения.

В [3] рассматривалась теоретическая модель на основе одножидкостнойМГД

для описания вихревой динамики плазмы низкого давления β ≪ 1 и с посто-

янной плотностью плазмы ρ = Const. Эффект КЛР учитывался как дрейфо-

вая добавка в уравнении на полную завихренность. Неустойчивость Кельвина-

Гельмгольца, возникающая при сдвиговом течении, стабилизируется потенци-

алом плазмоприёмника и столкновительной вязкостью, а если возникает, то до-

бавляет турбулентный перенос в окрестности скачка потенциала. В отсутствии

эффекта КЛР получена оценка для «хорошего» удержания на коэффициент «свя-

зи с торцом» H и средней кривизной поля κ/H ∼ 0.2. В численном моделиро-

вании нелинейного вихревого удержания с эффектом КЛР показано хорошее



8

соответствие теории и экспериментальных данных с ГДЛ.

Другим подходом к описанию конвекции плазмы является «адиабатическое

разделение движения» [7]. Уравнения движения в [7] находятся из принципа

наименьшего действия с учётом, что слабая диссипация не влияет на адиаба-

тичность быстрой компоненты. Тогда частицы не покидают фазовый объем и

преобразования координат, не изменяющие лагранжиан, действительно соот-

ветствуют законам сохранения определённой физической величины. В ГДЛ до-

статочно источников диссипации, в том числе токи на электроды плазмоприём-

ника, чтобы утверждать о негамильтоновости данной системы и неприменимо-

сти теории Пастухова для описания вихревого движения в ГДЛ.

В настоящее время теория вихревого удержания разработана для β ≪ 1 и

постоянной плотности ρ = Const. Главная цель данной работы - получить ос-

новные уравнения для описания вихревого движения плазмы с β ∼ 1 в откры-

той ловушке. Получено приближение, по физическому смыслу схожее с идеей

отщеплением магнитного звука в [7]. Выведена система уравнений на основе

уравнений одножидкостнойМГД для плазмы в параксиальном квазиравновесии

с высоким давлением. Исследовано влияние эффектов, возникающих при учёте

высокого давления плазмы - расширение магнитных поверхностей и проседа-

ние электрического потенциала в центральной области удержания. Результаты

численного моделирования согласуется с оценкой ослабевания эффекта связи с

электродами плазмоприёмника в случае высокого давления плазмы.
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2. Динамика вихревого движения

В этом разделе описаны основные приближения и получены основные уравне-

ния для описания динамики вихревого течения замагниченной жидкости. Рас-

смотрены динамические эффекты в плазме высокого давления и их связь с та-

кими же эффектами из теории вихревого движения малого давления.

2.1. Определение вихревого движения

Разделение движения В качестве нулевого приближения рассмотрим модель,

в которой магнитные силовые линии прямые

B = B(x, y, t)−→ez , (3)

движение происходит в сечении (x, y) и в плазме нет диссипации. По теореме

Гельмгольца скорость описывается вихревым χ и дивергентным η потенциала-

ми:

υ⊥ = [∇χ×−→ez ] +∇η. (4)

Движение в поле скоростей (2)можно проиллюстрировать следующимобразом:

Рис. 3: Линии тока υ⊥. Вихревой компоненте χ соответствуют вложенные за-
мкнутые линии, дивергентной η - направленные от центра к краю.
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Рассмотрим плазму в параксиальном квазиравновесии:

p+
B2

8π
=
B2

v

8π
, (5)

Bv - магнитное поле без плазмы. Воспользуемся уравнением состояния сжима-

емого газа

p = Cργ, (6)

а также уравнениями непрерывности и вмороженности:

∂B
∂t

= rot [υ⊥ × B] , (7)
dρ

dt
+ ρdivυ⊥ = 0. (8)

Из (7) и (8) выразим дивергенцию скорости

divυ⊥ = − 1

2B2

dB2

dt
, (9)

divυ⊥ = −1

ρ

dρ

dt
, (10)

уравнения (5) и (6) продифференцируем по времени и выразим полную произ-

водную давления

dp

dt
= − 1

8π

dB2

dt
, (11)

dp

dt
= C2

s

dρ

dt
, (12)
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где C2
s = γp

ρ . Уравнения (9− 12) содержат два равенства между dtB2 и dtρ

1

2B2

dB2

dt
=

1

ρ

dρ

dt
, (13)

− 1

8π

dB2

dt
= C2

s

dρ

dt
, (14)

откуда с учётом (10) получим

divυ⊥

(
C2

s

C2
A

+ 1

)
= 0, (15)

где C2
A = B2

4πρ . Уравнение (15) имеет простой физический смысл - частота быст-

рого магнитного звука намного больше характерных частот в системе.

Выражение в (15), стоящее в скобках, является положительной величиной,

никогда не обращающейся в ноль. Значит, divυ⊥ = 0 и движение бездивергент-

но, то есть η = 0. Кроме того, из (13) следует dtlnB = dtlnρ, а значит

d

dt

(
B2, p, ρ,

ρ

B

)
∼ divυ⊥ = 0. (16)

То есть если силовые магнитные линии прямые (3) и диссипация отсутствует,

то давление, плотность и магнитное давление переносятся вместе с завихрен-

ностью, и удельный объем силовой трубки сохраняется. Значит, если в плазме

есть диссипация или магнитные силовые линии искривлены, вещество будет

перемещатся по радиусу и η ̸= 0. В реальности, эти условия не выполняются. В

ГДЛ удерживается бесстолкновительная горячая плазма, силовые линии слабо

изогнуты и диссипация мала, поэтому всякий вклад в поперечное движение∇η

будет малой поправкой:

|∇χ| ≫ |∇η| ∼ O (∇η) . (17)
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В приближении слабой кривизны и диссипации условие (16) перейдёт в

d

dt

(
B2, p, ρ,

ρ

B

)
∼ divυ⊥ = O (∇η) . (18)

К таким вкладам относится, например, диффузия в уравнении непрерывности

(8), обусловленная сближением двух силовых трубок с разными плотностями в

процессе конвекции

νdens∇2ρ ∼ div (ρ∇η) ∼ O (∇η) . (19)

Лагранжева производная В полную производную по времени входит вектор

скорости, в соответствии с которым

d

dt
=

∂

∂t
+ (υ⊥ · ∇) =

∂

∂t
+ ([∇χ×−→ez ] · ∇) + (∇η · ∇) =

=
∂

∂t
+ {. . . , χ}+ (∇η · ∇) , (20)

где {a, b} = a′xb
′
y−a′yb′x - скобка Пуассона. Любое выражение вида−→ez ·[∇a×∇b]

или ∇a · rotb сводится к {a, b} .

В (20) выделим производную, связанную с быстрым вихревым движением

D̂v =
∂

∂t
+ {. . . , χ} (21)

и дивергентный остаток, связанный с медленными процессами диссипации

∂̂η = (∇η · ∇) , (22)

так что
d

dt
= D̂v + ∂̂η. (23)
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Будем использовать лагранжеву производную в виде (21− 23) в дальнейшем.

2.2. Основные уравнения

2.2.1. Непрерывность

Пользуясь в (8) тем, что divυ⊥ = ∆η и раскрывая полную производную в соот-

ветствии с (23) имеем:

dρ

dt
+ ρdivυ⊥ ≡ D̂vρ+ ∂̂ηρ+ ρ∆η.

Выражение в правой части, не связанное с вихрем, приводится к

∂̂ηρ+ ρ∆η = (∇η · ∇) ρ+ ρ (∇ · ∇η) = div (ρ∇η) .

В итоге получаем уравнение непрерывности в консервативной форме:

D̂vρ = −div (ρ∇η) = O (∇η) . (24)

2.2.2. Конечная проводимость

В уравнении (7) с учётом конечной проводимости

∂B
∂t

= rot [υ⊥ × B] +Dm∆B (25)

раскроем rot в правой части

∂B
∂t

= Dm∆B+ υ⊥divB− Bdivυ⊥ + (B · ∇)υ⊥ − (υ⊥ · ∇)B.
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Dm - коэффициент диффузии магнитного поля в плазму. В правой части слагае-

мые (B·∇)υ⊥ иυ⊥divB занулятся. ЗаменяяBdivυ⊥ = B∆η , перенося (υ⊥ ·∇)B

в левую часть и объединяя с частной производной по времени получаем

dB

dt
= Dm∆B −B∆η.

По аналогии с уравнением непрерывности, отщепим вихревую производную от

полной, а остаток объединим с членом B∆η

D̂vB = Dm∆B +OB (∇η) , (26)

где дивергентная добавкаOB (∇η) = −div (B∇η). Проводящее слагаемоеDm∆B

в приближении (17) тоже является малой поправкой, однако мы его сохраним в

целях устойчивости разностных схем при численном моделировании.

Эволюция давления Эволюция давления в общем случае описывается урав-

нением энергобаланса, и это уравнение вместе с уравнением конечной прово-

димости (26) и равновесием (5) определяют три величины - p, B и η. В данной

работе основной целью является изучение вихревой компоненты движения, а с

практической точки зрения удобнее использовать для численного моделирова-

ния уравнение на давление. Поэтому, для получения уравнения на p выразим

давление магнитного поля из равновесия (5) и подставим в уравнение конечной

проводимости (26), умноженное на B:

D̂vp = Dm∆p+Qp +Op (∇η) .

В (27)Qp - источник, дивергентная добавкаOp (∇η) = 2p∆η− B2
v

4π∆η. Кроме

того, важным элементом уравнения энергобаланса являются продольные поте-
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ри, которые мы хотели бы учесть в (27). Тогда уравнение, выражающее закон

сохранения энергии, будет выглядеть следующим образом

D̂vp = Dm∆p+Qp − νltp+Op (∇η) . (27)

νlt - коэффициент продольных потерь.

2.2.3. Уравнение движения

Получим основные слагаемые в уравнении на эволюцию вихревого потенциала

в нулевом приближении по малости кривизны поля (3) из уравнения Эйлера

ρ
dυ⊥

dt
= −∇p+ [j× B]

c
. (28)

Выразим из (28) полный ток j = jp + jd + j∥, где jp - поляризационный ток, jd -

диамагнитный ток, j∥ - продольный ток

1

c
j = ρ

B

[
−→ez ×

dυ⊥

dt

]
+

[−→ez ×∇p]
B

+
B
(
B · j∥

)
cB2

.

Условие квазинейтральности divj = 0 приводит к уравнению

div

(
ρ

B

[
−→ez ×

dυ⊥

dt

])
+ div

(
[−→ez ×∇p]

B

)
+

1

c
div

(Bj∥
B

)
= 0. (29)

Первое слагаемое divjp пропорционально полной завихренности и описывает

конвективные процессы в неидеальнойжидкости, следующее divjd соответству-

ет диамагнетному току, последнее divj∥ - продольным токам. Разберёмся с ними

по-отдельности.



16

Неоднородная завихренность Получим инерционный член в (29) для чисто

вихревой скорости υ⊥ = [∇χ×−→ez ]:

div

(
ρ

B

[
−→ez ×

dυ⊥

dt

])
≡ div

( ρ
B
∇χ̇

)
+

{
(∇χ)2

2
,
ρ

B

}
+

{
ρ∆χ

B
, χ

}
. (30)

В выражении (30) первое слагаемое несёт эволюционный характер, но не разре-

шено относительно производной по времени. В теории конвекции неоднород-

ной жидкости с divυ = 0 сохраняется вихревой импульс [11]

P =
1

2

∫
r ×ΩdV, (31)

где Ω = rot (ρυ) - завихренность неоднородной жидкости. По аналогии с (31)

введём новую величину, которая позволит разрешить выражение в (30) относи-

тельно производной по времени

Ω = −→ez · rot
(ρυ
B

)
= −div

(
ρ∇χ
B

)
. (32)

Дифференцируя (32) по времени в Лагранжевом смысле получим

dΩ

dt
= −div

( ρ
B
∇χ̇

)
− 2

{
(∇χ)2

2
,
ρ

B

}
−

{
ρ∆χ

B
, χ

}
. (33)

Сравнивая слагаемые в (33) и (30), инерционный член примет вид

div

(
ρ

B

[
−→ez ×

dυ⊥

dt

])
= −dΩ

dt
+

{
ρ

B
,
(∇χ)2

2

}
. (34)

Нужно учитывать, что величина (31) сохраняется только в ограниченной неод-

нородной жидкости с чисто вихревым полем скоростей. В нашем формализме

divυ = O (∇η) и может создаться впечатление, что введение обобщённой за-
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вихренности не приведёт к разрешению относительно производной по времени.

Однако, для более общего профиля скоростей

V = [∇χ×−→ez ] +∇η

c divV = ∆η ̸= 0, rotV = −−→ez∆χ и обобщённой завихренности Ω̂ с этим

профилем скоростей

Ω̂ = −→ez · rot
(
ρV
B

)
можно получить ещё более общее выражение для инерционного слагаемого,

учитывающее все порядки малости по∇η

div

(
ρ

B

[
−→ez ×

dV
dt

])
= − dΩ̂

dt
−−→ez ·

[(
∇ ρ

B
· ∇

)
V × V

]
− (35)

−
(
∇ ρ

B
· V

)
(−→ez · rotV)− ρ

B
−→ez · rotVdivV .

Выражение (35) переходит в (34), если положить η = 0. Тем не менее, вслед-

ствие малой диссипации и слабой кривизны поля мы будем пользоваться упро-

щённым выражением (34).

Диамагнитный ток Слагаемое в (29), описывающее диамагнетизм, приво-

дится к скобке Пуассона

div

(
[−→ez ×∇p]

B

)
= [−→ez ×∇p] · ∇ 1

B
=

{
p,

1

B

}
. (36)

Магнитный поток сохраняется Br2 = Const, значит для магнитных конфигу-

раций с β ∼ 1 {
p,

1

B (r, z)

}
=

{
p,

1

B (0, z)
+ α (z, p) r2

}
,
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где в отличие от β ≪ 1 функция α (z, p) уже зависит от давления. В конечном

итоге, эта зависимость не окажет влияние на результат, поскольку {p, α (z, p)} ≡

0.Если предположить p (r, z) = p (r) g (z), то вклад диамагниного тока локально

будет иметь вид

div

(
[−→ez ×∇p]

B

)
= κ

{
p (r) , r2

}
, (37)

где κ = α (z, p) g (z) - кривизна поля при данном z.

Усреднение вдольмагнитных силовыхлиний Сучётом изменений (34), (35)

и (37) , изложенных в параграфах «Неоднородная завихренность» и «Диамаг-

нитный ток», уравнение (29) примет вид

−dΩfull

dt
+

{
ρ

B
,
(∇χ)2

2

}
+ κ

{
p (r) , r2

}
+

1

c
div

(Bj∥
B

)
= O (∇η) . (38)

Уравнение (38) выполняется для любого z. Для того, чтобы учесть вклад потен-

циала с плазмоприёмника, нужно усреднить (38) вдоль силовых линий. Пусть

длина участка с прямым магнитным полем L намного больше длины припро-

бочного δL (Рис. 4)

L≫ δL. (39)
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Рис. 4: Магнитная силовая трубка с длинной секцией длины L и припробочной
области малой длины δL.

В приближении (39) не нужно учитывать вклад в кривизну на краях. То-

гда дивергенция полного тока, проинтегрированная вдоль силовой линии между

пробок
L∫
−L

1

B
divjpdl+

L∫
−L

1

B
divjddl+

L+δL∫
−L−δL

∂

∂l

j∥
B

= 0. (40)

Определим процедуру усреднения вдоль силовой линии как

⟨F⟩ def
= Bv

L∫
−L

F
B
dl, (41)

гдеF - произвольная функция r и z,Bv - вакуумное магнитное поле в централь-

ном сечении. В (40) интегрирование первых двух слагаемых проводится толь-

ко по области удержания, так как припробочная область вносит малый вклад.

Третье слагаемое интегрируется вдоль всей ловушки до пластины плазмопри-

ёмника и сводится к поверхностному интегралу, то есть к токам на электродах

плазмоприёмника. Тогда условие квазинейтральности (40) в приближении па-
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раксиальной ловушки (41) и (34) примет вид

−
⟨
Ω̇
⟩
− ⟨{Ω, χ}⟩+

⟨{
ρ

B
,
(∇χ)2

2

}⟩
+ ⟨κ⟩

{
p (r) , r2

}
+
j∥
B

∣∣∣∣L+δL

−L+δL

= O (∇η) .

(42)

Первые три слагаемых в (42) не зависят от продольной координаты, поэтому

при усреднении дадут множитель 2L и заменятся на значение в центре ловушки.

Скобка Пуассона в четвёртом слагаемом не зависит от z, поэтому усредняться

будет только кривизна κ.

Получим законченный вид последнего слагаемого в (42). Потенциал плаз-

мы в открытых ловушках формируется так, чтобы соблюдался амбиполярный

баланс. На торец плазмаприёмника, находящегося под потенциалом φlim, текут

ионный и электронный токи j∥ = je+ ji. Если принять функцию распределения

частиц по скоростям максвелловской, то

j∥ = ji

(
1 +

je
ji

)
= ji

1− e

q (φ+ φlim − φA)

Te

 , (43)

φ - потенциал плазмы, φlim - потенциал плазмоприёмника, φA - амбиполярный

потенциал.



21

Рис. 5: (a) - максвелловское распределение электронов по скоростям, (b) - элек-
трический потенциал. Частица, захваченная электрическим потенциалом на

торце φlim имеет скорость υlim =

√
2qφlim

m
.

Управляя потенциалом на плазмоприёмнике можно добиться φ = φA и со-

ответственно j∥ = 0. В большинстве случаев удаётся создать такой φlim (r), что

φ− (φA − φlim) ≪ 1, так что вклад продольных токов в (42) будет

j∥
B

∣∣∣∣L
−L

= ji
2q

cTeB
(φ+ φlim − φA) = ji

2q

cTeB
(φ− φeq) , (44)

φeq (r) = φA − φlim (r) - равновесный потенциал, имеющий форму ступеньки в

случае, если применяется метод вихревого удержания.

В конечном виде уравнение движения после усреднения можно переписать

как

dΩ

dt
=

{
ρ

B
,
(∇χ)2

2

}
+ ⟨κ⟩

{
p (r) , r2

}
+ ji

q

cTeLB
(φ− φeq (r)) +O (∇η) . (45)
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2.3. Эффекты высокого β

2.3.1. Закон Ома

Как видно из уравнения (45), в него входят одновременно потенциал плазмы φ

и вихревой потенциал скорости χ. Связь между ними можно получить из закона

Ома с кулоновской калибровкой divA = 0

−∇φ− 1

c

∂A

∂t
+

[υ⊥ × B]
c

= 0. (46)

Применяя div к обеим частям уравнения (46) получим связь

∆φ = −1

c
div (B∇χ) . (47)

В теории вихревого удержания плазмынизкого давления [3] уравнение (47) транс-

формировалось в более простую связь∆φ = −B
c ∆χ, то есть потенциалы совпа-

дали с точностью до численного коэффициента. Заменой χ = − c
Bφ в уравнении

движения оставался единственный потенциал. Для случая β ∼ 1 связь φ (χ)

оказывается нетривиальной.

Рис. 6: Различие между вихревым потенциалом скорости χ и потенциалом плаз-
мы φ для профиля давления (50) с α = 1, β = 1
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В параграфе «Продольные токи» мы перешли к средним вдоль магнитной

силовой линии величинам. Уравнение (47) при усреднении в смысле (41) свой

вид не изменит, а величины φ, χ и B заменятся на значения в среднем сечении.

2.3.2. Расширение магнитных поверхностей

Плотная плазма с высоким давлением p (r) вытесняет магнитное поле в центре

удержания. Чем больше давление, тем больше величина, на которую сместится

магнитная поверхность постоянного потока по радиусу (Рис. 7). Поэтому ради-

ус новой магнитной поверхности можно найти из сохранения магнитных пото-

ков

B (r) dS = BvdS
′
. (48)

Отнормируем магнитное поле на вакуумное B̃ (r) = B (r) /Bv и перейдём в (48)

к интегрированию, тогда новый радиус r> можно найти из выражения

r2< =

r2>∫
0

B̃ (r) dr2, (49)

где r< - радиус заданной магнитной поверхности при β ≪ 1.
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Рис. 7: Расширение магнитной силовой трубки постоянного потока. r> - радиус
раздутой магнитной поверхности с β ∼ 1, r< - радиус для поверхности с β ≪ 1.

В общем случае интегрирование в (49) следует проводить и по углу, так как

в нелинейной стадии конвекции магнитное поле сильно отличается от равно-

весного и не обладает угловой симметрией. Для оценки смещения магнитных

поверхностей начальное распределение давления выберем в виде

p (t = 0, r) = p0e
−α
r2

r2< , (50)

r2 = x2 + y2, p0 - давление в центре, α - ширина профиля. В (5) перенормируем

давление на его величну в центре p̃ (r) = p (r) /p0 и получим отнормированное

уравнение равновесия

B̃ =
√

1− β0p̃, (51)

β0 =
8πp0
B2

v

- начальное β в центре, дальше будет обозначено как просто β. Под-
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ставим (50) и (51) в (49), перейдём к новой переменной x =
r2

r2<

1 =

b(β)∫
0

√
1− βe−bdx, (52)

в верхнем пределе интеграла неизвестная функция обозначена как b (β) = α
r2> (β)

r2<
.

Пользуясь правилом Лейбница, продифференцируем (52) по параметру β и при-

ведём к обыкновенному дифференциальному уравнению

∂b

∂β
=

1

β

[
1−

√
1− β

1− βe−b

]
, (53)

решение которого с начальным условием b (β = 0) = 1 показано на Рис. 8. Для

β ∼ 1 радиус магнитной поверхности увеличивается на ∼20%. В нелинейной

стадии конвекции зависимость r> (β) оказывается слабее, если начальное рас-

пределение давления задать по формуле (50). Такое изменение в динамике рас-

ширения магнитных поверхностей в нелинейной стадии проявляется благодаря

увеличению магнитной ямы в центре. Отличие при β > 0.3 составляет порядка

10% .
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Рис. 8: Зависимость радиуса магнитной поверхности от относительного давле-
ния плазмы в центре. Красным - решение уравнения (53), синим - моделирова-
ние с начальным распределением давления (50) до момента динамики в стадии
сильной нелинейности с усреднением по углу.

Как уже упоминалось ранее, уравнение (53) получено для определённого

профиля давления (50) и не содержит угловую зависимость. В общем случае

для произвольного распределения давления следует решать уравнение (49).

Эффект расширения магнитных поверхностей оказывает непосредственное

влияние на удержание. Магнитная поверхность увеличивается в центральном

объеме, но проецируется на неподвижную на электродах плазмоприёмника точ-

ку. Формально, это приведёт к изменению в (45):

φeq (r) 7−→ φeq

(
r · r> (β)

r<

)
,

то есть магнитная поверность сместится в сторону большего магнитного поля.
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3. Моделирование

В этой секции описаны проведена нормализация системы уравнений (54), ис-

пользовавшиеся численные методы и результаты моделирования. Система (54)

упрощена для ускорения численного моделирования. Основную техническую

трудность представляет разностная аппроксимация скобки Пуассона. Осталь-

ные слагаемые добавляются как конечно-разностные аналоги в явном виде. Для

подтверждения корректности используемых разностных аппроксимаций приве-

дены сравнения с результатами расчётов в [3].

3.1. Нормализация

В предыдущих разделах в приближении слабой диссипативности (17) и малой

кривизны магнитого поля (3) мы модернизировали основные уравнения одно-

жидкостной МГД (8, 25, 28, 46) в параксиальном квазиравновесии (5) и получи-

ли систему уравнений для описания конвекции плазмы с высоким давлением

Ω̇ + {Ω, χ} =

{
ρ

B
,
(∇χ)2

2

}
+ ⟨κ⟩

{
p (r) , r2

}
+

+ji
q

cTeLB

(
φ− φeq

(
r · r> (β)

r<

))
+O (∇η) ,

ṗ+ {p, χ} = Dm∆p+Qp − νltp+O (∇η) ,

ρ̇+ {ρ, χ} = νdens∆ρ+O (∇η) , (54)

∆φ = −1

c
div (B∇χ) ,

Ω = −div
(
ρ∇χ
B

)
,

p+
B2

8π
=
B2

v

8π
.
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Для проведения численного моделирования необходимо обезразмерить систему

(54). Обозначим все безразмерные параметры соответственно их физической

величине с волной:

{
r̃, t̃, χ̃, B̃, p̃, z̃, φ̃, ρ̃, Ω̃

}
−→

{
r

R
,
t

τ
,
χ

χ0
,
B

Bv
,
p

p0
,
z

L
,
φ

φ0
,
ρ

ρ0
,
Ω

Ω0

}
,

R - радиус сдвигового течения, Bv - вакуумное магнитное поле, p0 - начальное

давление в центре,L - длина удержания от центра,φ0 - электрический потенциал

на плазмаприёмнике, ρ0 - начальная плотность ионов в центре, χ0 - величина

вихревого потенциала в центре, Ω0 - начальная неоднородная завихренность в

центре, τ - характерное время. Тогда система (54) примет вид

˙̃
Ω +

{
Ω̃, χ̃

}
=

{
ρ̃

B̃
,
(∇χ̃)2

2

}
+ κ∗

{
p̃, r2

}
+H∗ (φ̃− φ̃eq) +O (∇η) ,

˙̃p+ {p̃, χ̃} = D∗
m∆p̃+Qp − νtrp̃+O (∇η) ,

˙̃ρ+ {ρ̃, χ̃} = ν∗dens∆ρ̃+O (∇η) , (55)

∆φ̃ = −div
(
B̃∇χ̃

)
,

Ω̃ = −div
(
ρ̃∇χ̃
B̃

)
,

B̃ =
√

1− β0p̃

где безразмерные параматры

κ∗ =
p0BvτR

2

ρicφ0
⟨α (z, p) g (z)B (z)⟩ , H∗ = ji0

q

Te

B2
vR

2τ

ρic2L

совпадают со средней кривизной κ и связью с торцом H в теории малого β [3].

В процессе обезразмеривания образовались естественный параметр τ =
BvR

2

cφ0

- характерное время, и связи χ0 =
cφ0

Bv
, Ω0 =

ρ0χ0

BvR2
.
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Уравнение (32) численно решается с использованием релаксационных ме-

тодов и оказывается крайне затратным при решении совместно с уравнениями

эволюционного типа. На каждом шаге по времени уравнения на завихренность

требуется около 200 итераций для (32). Поэтому для ускорения вычислений сде-

лаем ещё одно физическое упрощение:

d

dt

( ρ
B

)
= 0. (56)

Приближение (56) соответствует адиабате ЧГЛ, однако является искуственным

и, как правило, для неидеальной плазмы не выполняется. Тем не менее, с его ис-

пользованием достигается желаемый результат в моделировании в смысле ско-

рости вычислений и теоретических оценок.

С учётом (56) неоднородная завихренность модифицируется в завихренность

идеальной жидкости

Ωideal = −∆χ =
B

ρ
· Ω. (57)

Тогда основные уравнения в приближении (57) примут вид

∆ ˙̃χ+ {∆χ̃, χ̃}+ κ∗
{
p̃, r2

}
+H∗B̃ (φ̃− φ̃eq) = 0,

˙̃p+ {p̃, χ̃} = ν∗∇2p̃+Qp − νtrp̃, (58)

∆φ̃ = −div
(
B̃∇χ̃

)
,

B̃ =
√

1− β0p̃,

Построим разностную аппроксимацию упрощённой системы (58).
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3.2. Численная схема

Определим основные параметры разностной аппроксимации. Пусть уравнения

системы (58) заданы на равномерной сетке {xi, yi} с шагом h, определяемым

количеством точек N , в квадратной счётной области Γ = (−L,L) × (−L,L),

и все переменные величины зануляются на её границе ∂Γ. Все уравнения эво-

люционного типа будем решать по явной схеме, величину F на (n+ 1) шаге по

времени в точке сетки (i, j) будем обозначать F (n+1)
i,j .

Для временных итераций системы (58) нужно задать начальные профили

давления и вихревого потенциала. Для давления будем использовать формулу

(50), а начальную функцию скорости будем задавать в виде

χ(0) (r) = χ0th

(
r0 − r

δ

)
. (59)

Рис. 9: Начальное распределение вихревого потенциала.

Для имплементации полученных разностных схем будем использовать язык

программирования Python версии 3.7 в среде Spyder.

Получим разностные аппроксимации уравнений (58) по частям - начиная



31

с уравнения конвекции идеальной жидкости, затем добавляя вязкость, токи и

уравнение на давление.

3.2.1. Конвекция идеальной завихренности

Первое уравнение из системы (58) в отсутствии продольных и диамагнитного

токов является уравнением конвекции идеальной жидкости

∂ψ

∂t
+ J (χ, ψ) = 0. (60)

Здесьψ = −∆χ - завихренность и вместо скобкиПуассона введено обозначение

якобиана J (χ, ψ) = χxψy − χyψx. Для уравнения (60) существует множество

способов численного решения. Большинство из них представляют собой обыч-

ные центральные разности для оператора J , например

Ji,j (χ, ψ) =
1

4h2
[(χi+1,j − χi−1,j) · (ψi,j+1 − ψi,j−1)

− (χi,j+1 − χi,j−1) · (ψi+1,j − ψi−1,j)] (61)

и неизбежно приводят к численной неустойчивости, связанной с дискретностью

спектра (Рис. 10).
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Рис. 10: Численная неустойчивость «noodling» в моделировании.

Эта численная неустойчивость, названная «noodling» или лапшичная неустой-

чивость [8], представляет малые флуктуации, распространяющиеся в направле-

нии вектора скорости и возникающие в тех местах, где нелинейный член в (60)

доминирует. Одной из причин является использование разностных аппрокси-

маций, не удовлетворяющих элементарным свойствам якобиана. Сконструиру-

ем разностную схему для оператора якобиана, основываясь на его физических

симметриях.

Уравнение (60) подразумевает сохранение завихренности для каждой части-

цы жидкости, значит для несжимаемого двухмерного течения спектр по завих-

ренности не изменяется со временем. Это приведёт к сохранению среднего квад-

рата волнового числа k

k2 =

∑
n
k2nKn∑
n
Kn

, (62)
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где Kn - кинетическая энергия n-ой частицы. Более того, для якобиана выпол-

няются равенства

∫
Γ

J (χ, ψ) dxdy =

∫
Γ

χJ (χ, ψ) dxdy =

∫
Γ

ψJ (χ, ψ) dxdy = 0, (63)

равноправность которых легко проверяется интегрированием по частям. Инте-

гралам в (63) соответствуют сохраняющиеся величины средней завихренности

ψ, средней кинетической энергии K = 1
2(∇χ)

2 и среднему от квадрата завих-

ренности 2V = ψ2 = (∆χ)2 (энстрофии). Также, оператор J антисимметричен

J (χ, ψ) = −J (ψ, χ) . (64)

Условия (62, 63, 64) выполняются для любого течения в ограниченной области,

в которой отсутствуют источники и диссипация. Якобиан, заданный конечной

разностью в виде (61), не удовлетворяет этим условия. Мы хотим получить та-

кую разностную аппроксимацию для якобиана, чтобы все его физические сим-

метрии сохранялись.

Разностный аналог для якобиана в самом общем виде можно представить в

виде

Ji,j (χ, ψ) =
∑
i′j′

∑
i′′j′′

Ci,j;i′ ,j′ ;i′′j′′ψi+i′ ,j+j′χi+i′′ ,j+j′′ , (65)

где ψi+i′ ,j+j′ - завихренность в точке
(
i+ i

′
, j + j

′), а χi+i′′ ,j+j′′ - функция скоро-

сти в точке
(
i+ i

′′
, j + j

′′), а коэффициенты Ci,j;i′ ,j′ ;i′′j′′ мы должны найти, удо-

влетворяя условиям (62, 63, 64). Например, для того, чтобы удовлетворить со-

хранению энстрофии введём величину

Ai,j;i+i′ ,j+j′ ≡
∑
i′′j′′

Ci,j;i′ ,j′ ;i′′j′′χi+i′′ ,j+j′′ ,
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которая соответствует линейной комбинации компонент завихренности:

Ji,j (χ, ψ) =
∑
i′j′

Ai,j;i+i′ ,j+j′ψi+i′ ,j+j′ .

Если положить завихренность каждой частицы константой, якобиан занулится,

значит ∑
i′j′

Ai,j;i+i′ ,j+j′ = 0,

что соответствует несжимаемости divυ = 0. Умножая (65) на 2ψi,j получим

2ψi,jJi,j (χ, ψ) = 2
∑
i′j′

Ai,j;i+i′ ,j+j′ψi,jψi+i′ ,j+j′ . (66)

Уравнение (66) является по физическому смыслу уравнением (60), умножен-

ным на 2ψ. Значит можно интерпретировать член 2Ai,j;i+i′ ,j+j′ψi,jψi+i′ ,j+j′ как

величина, на которую квадрат завихренности изменился за единицу времени

при взаимодействии вихря в точке (i, j) с вихрем в
(
i+ i

′
, j + j

′). И наоборот,

2Ai+i′ ,j+j′ ;i,jψi+i′ ,j+j′ψi,j является увеличением квадрата завихренности в точке(
i+ i

′
, j + j

′) при взаимодействии с вихрем в (i, j). Эти две величины одинако-

вые по величине но обратные по знаку, значит если условие

Ai,j;i+i′ ,j+j′ = −Ai+i′ ,j+j′ ;i,j

выполнено, то средний квадрат завихренности сохраняется.

Проделывая подобные выкладки для оставшихся симметрий якобиана, мож-

но получить следующее выражение

J sym
i,j (χ, ψ) =

J1 (χ, ψ) + J2 (χ, ψ) + J3 (χ, ψ)

3
, (67)
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где верхнему индексу в якобиане соответствует метод вычисления конечной раз-

ности для соответствующего аргумента изображённый на Рис. 11.

Рис. 11: 9-точечные конечные разности для разных типов якобианов, сохраняю-
щих определённую физическую симметрию. J1 сохраняет среднюю завихрен-
ность, J2 - энстрофию, J3 - кинетическую энергию. Центральная точка имеет
индекс (i, j), круг на точке означает, что в ней берётся значение ψ, крестик -
значение χ.

Конечно-разностный якобиан, вычисленный по формуле (67), будет сохра-

нять все свои физические симметрии с точностью по шагу сетки O
(
h2
)
. В тер-

минах конечных разностей уравнение (57) для консервативного якобиана (67)

будет выглядеть следующим образом

ψ
(n+1)
i,j − ψ

(n)
i,j

τ
+ J sym

i,j

(
χ(n), ψ(n)

)
= 0. (68)

Уравнение (68) определяет величину завихренности на следующемшаге по вре-

мени. Для нахождения функции скорости χ(n+1)
i,j используем связь

ψ
(n+1)
i,j = −∆χ

(n+1)
i,j . (69)

Для дискретного оператора Лапласа воспользуемся центральной разностью.(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
χ
(n+1)
i,j ≃ 1

h2

(
χ
(n+1)
i,j+1 + χ

(n+1)
i,j−1 + χ

(n+1)
i+1,j + χ

(n+1)
i−1,j − 4χ

(n+1)
i,j

)
= −ψ(n+1)

i,j

(70)

Поскольку ранее мы договорились, что все величины зануляются на границе
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счётной области, для уравнения (69) можно использовать метод разложения в

дискретные ряды Фурье по обеим координатам. Польза этого метода в том, что

он позволяет избежать итераций и достаточно быстрый.

Возьмём симметричные дискретные ряды Фурье по экпонентам для завих-

ренности и функции скорости

χ̂(n+1)
m,n =

1

N

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

Wmi+njχ
(n+1)
i,j , (71)

ψ̂(n+1)
m,n =

1

N

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

Wmi+njψ
(n+1)
i,j , (72)

гдеW = e2πı/N . Подставляя (71, 72) в (70) получим

χ̂(n+1)
m,n =

h2ψ̂
(n+1)
m,n

4−Wm −W−m −Wn −W−n
. (73)

Уравнение (73) является алгебраическим, поэтому Фурье-образ функции скоро-

сти χ̂(n+1)
m,n вычисляется обычными алгебраическими операциями над матрица-

ми. Чтобы восстановить χ(n+1)
i,j по Фурье-образу, нужно взять обратное преоб-

разование Фурье от вычисленного χ̂(n+1)
m,n .

Заметим, что закон Ома, связывающий электрический потенциал плазмы и

функцию скорости, является уравнением Пуассона, поэтому мы также будем

применять спектральный метод для его решения.

3.2.2. Столкновительная вязкость

При длительном интегрировании уравнения (68) возникает ещё одна, более фа-

тальная и неисправимая модернизацией численных схем, неустойчивость, кото-

рая обусловлена сближением в процессе конвекции двух вихрей с сильно раз-

нящейся завихренностью. Этот факт устраняется внесением в численную схему
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«искуственной» диффузии

ψ
(n+1)
i,j − ψ

(n)
i,j

τ
+ J sym

i,j

(
χ(n), ψ(n)

)
= u∆ψ

(n)
i,j . (74)

С добавлением диффузии в счётной области Γ перестанут сохранятся величины

(63), но сам якобиан своих свойств не потеряет. Как правило, добавление чис-

ленной диффузии имеет определённыйфизический смысл. В уравнении (74) это

слагаемое имеет смысл столкновительной вязкости, или диссипации завихрен-

ности.

Для учёта диффузии в расщепим уравнение (74) на два полушага по времени

ψ
(n+1/2)
i,j − ψ

(n)
i,j

τ/2
+ J sym

i,j

(
χ(n), ψ(n)

)
= 0,

ψ
(n+1)
i,j − ψ

(n+1/2)
i,j

τ/2
= u∆ψ

(n+1)
i,j . (75)

Первое уравнение совпадает с (68). Поскольку уравнение Пуассона (69) явля-

ется стационарным уравнением диффузии, то для решения уравнения (75) при-

меним тот же метод решения, что и для разностного уравнения Пуассона. Для

этого мы используем неявную схему по времени. Разностная аппроксимация

уравнения (75) с учётом выкладок (69− 73) в Фурье представлении примет вид

ψ̂(n+1)
m,n =

ψ̂
(n)
m,n

1− τu

2h2
(4−Wm −W−m −Wn −W−n)

.

Таким образом, одна временная итерация первого уравнение из (58) в отсут-
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ствии токов принимает вид

ψ
(n+1/2)
i,j − ψ

(n)
i,j

τ/2
+ J sym

i,j

(
χ(n), ψ(n)

)
= 0,

,
ψ
(n+1)
i,j − ψ

(n+1/2)
i,j

τ/2
= u∆ψ

(n+1)
i,j , (76)

ψ
(n+1)
i,j = −∆χ

(n+1)
i,j .

3.2.3. Токи в уравнении завихренности

Добавление токов в уравнение на завихренность влечёт непосредственное до-

бавление в (76) уравнений переноса давления, закона Ома и равновесия, по-

скольку вклад диамагнитного тока зависит от давления, а продольного тока от

электрического потенциала. Таким образом, последовательность решения урав-

нений системы (58) становится следующей:

1. Задаются начальные профили давления p(0)i,j и функции скорости χ
(0)
i,j ;

2. Для профиля давления p(0)i,j и функции скорости χ
(0)
i,j вычисляются магнит-

ное поле B(0)
i,j через (51), завихренность ψ(0)

i,j через (69) и электрический

потенциал φ(0)
i,j из (47):

B
(0)
i,j =

√
1− β0p

(0)
i,j , ψ

(0)
i,j = −∆χ

(0)
i,j , ∆φ

(0)
i,j = −div

(
B

(0)
i,j ∇χ

(0)
i,j

)

3. Радиус скачка ступенчатого потенциала на плазмоприёмнике φ(0)
eq пере-

считывается для магнитного поля B(0)
i,j в соответствии с уравнением (49):

φ(0)
eq = Θ

(
r>

(
B

(0)
i,j

))

4. Из уравнения движения с токами явно находится завихренность на следу-
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ющем полушаге по времени ψ(1/2)
i,j :

ψ
(1/2)
i,j − ψ

(0)
i,j

τ/2
+ J sym

i,j

(
χ(0), ψ(0)

)
= κ∗

{
p(0), r2

}
+H∗B̃

(
φ
(0)
i,j − φ(0)

eq

)
;

5. Неявно решается уравнение диффузии для завихренности на втором по-

лушаге по времени ψ(1)
i,j :

ψ
(1)
i,j − ψ

(1/2)
i,j

τ/2
= u∆ψ

(1)
i,j ;

6. Из уравнения Пуассона находится вихревой потенциал на следующемша-

ге по времени χ(1)
i,j :

ψ
(1)
i,j = −∆χ

(1)
i,j ;

7. Решается уравнение переноса давления для вихревого потенциала на но-

вом шаге по времени:

p
(1/2)
i,j − p

(0)
i,j

τ/2
++J sym

i,j

(
χ(1), p(0)

)
= Qp − νtrp

(0)
i,j ;

8. Неявно решается уравнение диффузии для давления на втором полушаге

по времени p(1)i,j :
p
(1)
i,j − p

(1/2)
i,j

τ/2
= ν∗∆p

(1)
i,j ;

9. Временной слой повышается на единицу (n) −→ (n+ 1), пункты 2-7 по-

вторяются для величин ψ(n+1)
i,j , χ(n+1)

i,j и p(n+1)
i,j , как для начальных в новой

итерации по времени.
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3.3. Корректность численной схемы

Корректность численной схемы проверялась по результатам моделирования из

[5, 3]. Одним из результатов являлась зависимость ширины сдвигового течения

от инкремента неустойчивости Кельвина-Гельмгольца для разных мод неустой-

чивости. Для этого в начальное распределение вихревого потенциала 59 доба-

вим угловую модуляцию

χ(0)
m = χ0th

(
r0 − r − a · sin (mφ)

δ

)
.

Для исследования эволюции модового состава введём норму

∥N∥k (m) =

√∑
i,j

(
χ
(0)
m − χ

(k)
m

)2

, (77)

которая характеризует отличие функции скорости χ(k)
m на текущем шаге по вре-

мени k от её начального распределения χ(0)
m . Поскольку моды неустойчивости

Кельвина-Гельмгольца эволюционируют экспоненциально, то норма 77 будет

связана с инкрементом неустойчивости γ

∥N∥k (m) =
∥∥∥χ(0)

m

∥∥∥ ·
√
(1− (1 + eγk))

2
= αm · eγk.

На Рис. 12 показана зависимость инкремента неустойчивости от ширины сдви-

гового течения.
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Рис. 12: Инкременты неустойчивости Кельвина-Гельмгольца для разных мод в
зависимости отширины сдвигового течения ξ.

Максимальный инкремент неустойчивости оказался равен 0.0074ξ−2, что от-

личается от результата из работы [3] в 0.087ξ−2. Это объясняется разной норми-

ровкой αm в численных схемах, факт квадратичной зависимости подтверждён.

3.4. Моделирование для β = 0.9

Для моделирования системы (58) возьмём пространственные параметры N =

256, L = π, r0 = 0.8, δ = 0.2, скачок потенциала поставим в точку перегиба

потенциала, что соответствует условиям эксперимента.

Отличительной особенностью упрощённой системы (58) от общей (55) яв-

ляется связь с торцом H . В (58) слагаемое H∗B̃ (φ̃− φ̃eq) линейно по безраз-

мерному магнитному полю. Как упоминалось ранее, магнитное поле сильно

вытесняется из приосевой области, значит вклад в области сдвигового течения
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уменьшится.

Величину, на которую уменьшится вклад в удержание электродами плазмо-

приёмника, можно оценить из безразмерного уравнения параксиального квази-

равновесия. Поле в центре уменьшится на величину
√
1− β, значит эффектив-

ная связь с торцом Heff ∼ H∗√1− β.

В теории вихревого удержания плазмы малого давления [3] была получена

оценка для области параметров κ иH , благоприятных для длительного удержа-

ния
κ

H
∼ 0.2.

Тогда, согласно теории, описанной в данной работе, область благоприятных для

удержания при β = 0.9 должен быть

κ∗

Heff
∼ 0.2 ·

√
1− β = 0.06

Результаты численного моделирования системы (58) с β = 0.9 приведены на

Рис. 13. Синей прямой соответствует граница параметров кривизны и связи с

торцом для случая β ≪ 1. Для неё круг обозначает пару параметров (κ,H),

при которых конвекция оказалась фатальной для удержания, а квадрат - стаби-

лизированной на длительное время. Оранжевой прямой показана граница κ (H)

для эффективной связи с торцом при β = 0.9. Красным точкам соответствуют

сильные потери, синим - удержание.
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Рис. 13: Область благоприятных параметров для удержания.

Поскольку связь с торцом не может полностью стабилизировать желобко-

вую неустойчивость, критерием «хорошего» удержания было невозникновение

желобков за длительный промежуток времени моделирования. На Рис. 14 и Рис.

15 приведены примеры из моделирования «хорошего» и «плохого» удержания

соответственно. Счётная область Γ попрежнему квадратная, круглая рамка до-

бавлена для «красоты».

Рис. 14: «Хорошее» удержание для параметров κ = 1 H = 30. На профиле
давления начинает всплывать желобок
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Рис. 15: «Плохое» удержание для параметров κ = 1 H = 10. Вихревой барьер
не сдерживает конвекцию.

Как и ожидалось, вклад контролируемого потенциала на плазмаприёмниках

уменьшается в соответствии с фактором
√
1− β, уменьшающим связь с торцом

из-за проседания по радиусу магнитного поля в центре ловушки.
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4. Заключение

В представленной работе рассмотрена вихревая динамика плазмы с высоким

давлением. При этом

1. Получены основные уравнения, описывающие вихревое движение неод-

нородной плазмы высокого давления в приближениималой кривизнымаг-

нитного поля и малой диссипации. В предельном переходе к низкому дав-

лению и однородной плотности полученные уравнения совпадают с по-

лученными в теории вихревого удержания однородной плазмы низкого

давления.

2. Исследован вклад эффектов в удержание, возникающих в системе с высо-

ким давлением - расширение магнитных поверхностей и проседание по-

тенциала в области вытесненного плазмой магнитного поля. Первый эф-

фект вносит положительный вклад в вихревое удержание, второй - более

негативный, ослабевающий связь с электродами плазмоприёмника за счёт

изменения равновесия.

3. Построена и реализована численная схема, аппроксимирующая систему

уравнений. Её корректность подтверждена моделированием в сравнении

с результатами предыдущих работ. Результаты численного моделирования

находятся в хорошем согласии с оценкой ухудшения вихревого удержания

на величину
√
1− β.
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