
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ  

УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

 «НОВОСИБИРСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 

УНИВЕРСИТЕТ» (НОВОСИБИРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ, НГУ) 

 

Факультет ФИЗИЧЕСКИЙ 

Кафедра Физики Плазмы_______________________________________________________________ 

 

Направление подготовки 03.03.02 ФИЗИКА  

Образовательная программа: БАКАЛАВРИАТ 

 

ВЫПУСКНАЯ КВАЛИФИКАЦИОННАЯ РАБОТА БАКАЛАВРА 

____________________________Аюпова Дмитрия Александровича___________________________ 

(Фамилия, Имя, Отчество автора) 

 

Тема работы ___ Динамика ионов в винтовой многопробочной системе________________________ 

_____________________________________________________________________________________ 

____________________________________________________________________________________________________________________ 

 

«К защите допущена»  

Заведующий кафедрой Научный руководитель 

ученая степень, звание ученая степень, звание 

должность, место работы должность, место работы 

………………/………….. 
(фамилия И., О.) / (подпись, МП) 

………………/………….. 
(фамилия И., О.) / (подпись, МП) 

«……»………………2020 г. «……»………………2020 г. 

 

                        Дата защиты: «……»………………2020 г.   

 

Новосибирск, 2020 



Ñîäåðæàíèå 2

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 3

2 Ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé 5

3 Ãàìèëüòîíèàí 10

4 Çàêëþ÷åíèå 14



1 Ââåäåíèå 3

1 Ââåäåíèå

Ñïèðàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ îòêðûòàÿ ëîâóøêà (ÑÌÎËà) ÿâëÿåò ñîáîé ðå-

àëèçàöèþ ïåðñïåêòèâíîãî ìåòîäà óäåðæàíèÿ ïëàçìû, ïðåäëîæåííîãî â ðà-

áîòå [1]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ÌÃÄ-ìîäåëè, ïðåäñêàçûâàþùèå

ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîäàâëåíèå (ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ñèñòåìû) ïðîäîëüíî-

ãî ïîòîêà ïëàçìû, òåêóùåãî ÷åðåç âèíòîâóþ ïðîáêó. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-

ìåíòîâ [2, 3, 4] ïîäòâåðæäàþò ïîäàâëåíèå ïîòîêà ïëàçìû. Îäíîâðåìåííî

ñ ïðîñòîòîé îñíîâíîé ñâîåé èäåè, ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìåòîäà ïðèâîäèò

ê ïîëÿì ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè è ñëîæíîñòè ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåæè-

ìîâ ðàáîòû óñòàíîâêè. Ââèäó íîâèçíû êîíöåïöèè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò

ïîíèìàíèÿ ìíîãèõ àñïåêòîâ òåîðèè, â ÷àñòíîñòè, äèíàìèêè ÷àñòèö â ýëåê-

òðîìàãíèòíîì ïîëå ëîâóøêè.

ÑÌÎËà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòóþ ëîâóøêó, â ðàáî÷åå ïðîñòðàí-

ñòâî êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ê ñèëüíîìó ïðîäîëüíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ

ââåäåíî ñëàáîå ñïèðàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ðèñ. 1). Â ïëàçìîïðè¼ìíè-

êå ëîâóøêè ñòîÿò êîíöåíòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùèåñÿ ïîä ðàçíû-

ìè ïîòåíöèàëàìè (ðèñ. 2). Ââèäó òîãî, ÷òî â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå

ïðîäîëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû ìíîãî áîëüøå ïîïåðå÷íîé, òàêèì îá-

ðàçîì ìîæíî äîáèòüñÿ óñòàíîâëåíèÿ â óñòàíîâêå ðàäèàëüíîãî ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêðåùåííûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèò-

íûå ïîëÿ ïðèâåäóò ê óñòàíîâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî äðåéôà (ñ íàïðàâ-

ëåíèåì îäèíàêîâûì äëÿ ÷àñòèö ëþáîãî çíàêà). Íà êàæäîé èç ñèëîâûõ

ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäóò ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû âåëè÷èí ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ. Â ñóùåñòâóþùåé òåîðèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíûé ìî-

ìåíò µ ≈ const, èç ÷åãî ïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå çàïåðòûõ ÷àñòèö. ×àñòè-

öû ñ ìàëîé ïðîäîëüíîé ñêîðîñòüþ, è, çíà÷èò, çàïåðòûå ìåæäó ìàêñè-

ìóìàìè ïîëÿ, èç-çà ýëåêòðè÷åñêîãî äðåéôà áóäóò çàïåðòû ìåæäó ìàê-

ñèìóìàìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è áóäóò îòíîñèòüñÿ îò ïëàçìîïðè¼ìíèêà.

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷íîå

èçîáðàæåíèå ñïè-

ðàëüíîé îáìîòêè ñ

òåêóùèìè ïî íåé òîêà-

ìè.
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Ðèñ. 2. Ñïðàâà �ñåêöèîíèðîâàííûå ïëàñòè-

íû ïëàçìîïðè¼ìíèêà, ñëåâà ñõåìàòè÷åñêè

îáîçíà÷åí ó÷àñòîê âèíòîâîé ïðîáêè. Ñõåìà-

òè÷åñêè ïîêàçàíû ñèëîâûå ìàãíèòíûå ëè-

íèè, âûõîäÿùèå èç óñòàíîâêè â ðàñøèðè-

òåëü

Äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè âàæíî íàéòè óñëîâèÿ, êîãäà çàïåðòûå ÷àñòèöû

ñóùåñòâóþò è íàéòè óñëîâèÿ, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ïîëåé â óñòàíîâêå è

äèíàìèêè ÷àñòèö â âèíòîâîé ëîâóøêå ìåòîäàìè ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè,

÷òî ïîçâîëÿåò ÿâíî ó÷åñòü ñïèðàëüíóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è, áåç ó÷¼òà êîë-

ëåêòèâíûõ ÿâëåíèé, êóëîíîâñêèõ ñòîëêíîâåíèé è äèàìàãíåòèçìà ïëàçìû.
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2 Ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëåé

Â óñòàíîâêå ÑÌÎËà ñïèðàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäà¼òñÿ äâóçàõîäíîé

ñïèðàëüþ, ñ ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèåì òîêà, ñ øàãîì 2π
k = 18 cì, ðàäèóñîì

(óäàë¼ííîñòüþ îò îñè ñïèðàëè) R = 8.35 ñì è òîëùèíîé 2 ñì.

Ââåä¼ì öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû: ðàäèóñ r, óãîë θ, è ïðîåêöèþ íà

îñü óñòàíîâêè z. Îïðåäåëèì ãåëèêàëüíóþ ïåðåìåííóþ χ = θ − kz.
Â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñïèðàëüíîå ìàãíèòíîå

ïîëå ñîçäà¼òñÿ ïàðîé áåñêîíå÷íûõ òîíêèõ ïðîâîäíèêîâ â ôîðìå âèíòîâîé

ëèíèè, âñå òî÷êè êîòîðûõ ðàâíîóäàëåíû îò îñè OZ íà ðàññòîÿíèå R.

Ïóñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë äâóçàõîäíîé ñïèðàëè � âåêòîð â öèëèí-

äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (Arer + A′θeθ + Azez), à ïîëíûé âåêòîðíûé ïîòåí-

öèàë â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå óñòàíîâêè, ó÷èòûâàþùèé åù¼ è ñèëüíîå ìàã-

íèòíîå ïîëåB, íàïðàâëåííîå âäîëü îñèOZ, åñòü âåêòîð (Arer+Aθeθ+Azez),

ãäå Aθ = A′θ + rB
2 . Ïðè ýòîì âñå óêàçàííûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, êàê è

óñòàíîâêà, èìè îïèñûâàåìàÿ, èìåþò âèíòîâóþ ñèììåòðèþ, ò.å. A(r, θ, z) =

A(r, χ).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè ëåæàò íà ïî-

âåðõíîñòè ψ(krAθ + Az) = const, ò.ê. ∇(krAθ + Az) · [∇×A] = 0. Äëÿ

êðàòêîñòè ââåä¼ì ôóíêöèþ h(r, χ) = krAθ+Az. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè

B � Ik
c , ãäå I � òîê, òåêóùèé ïî ñïèðàëüíîé îáìîòêå, h = r2·kB

2 +O
(
Ikr
c

)
,

ò.å. ýòî óñëîâèå îïèñûâàåò ñèñòåìó âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé, áëèçêèõ ê öè-

ëèíäðè÷åñêèì. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå, ñîçäàâàåìîå

êîíöåíòðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè â ïëàçìîïðè¼ìíèêå; ñ÷èòàåì, ÷òî ýëåê-

òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè h = const, òîãäà

E = −∇ϕ (h). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèö èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ

ôóíêöèé ϕ(h) âûáèðàåì ïðîñòåéøóþ: ϕ(h) = E0h
B , êîòîðàÿ, ïðè óñëîâèè

I = 0, îïèñûâàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E = E0kr · er, E0 = const. Îáðà-

òèì âíèìàíèå, ÷òî äàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñëó÷àå I = 0 ÿâëÿåòñÿ

äèâåðãåíòíûì: ∇·E = 2E0k è ñîâïàäàåò ñ ïîëåì îäíîðîäíîãî çàðÿæåííîãî

ñòîëáà ïëàçìû.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýòîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïóñòü ∇ ×
A(r, χ) = ∇Ψ(r, χ, z). Â îòñóòñòâèå òîêîâ â îáëàñòè r < R è ïðè óñëîâèè
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∇ ·A = 0 áóäåò ∆Ψ = 0. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ áóäåì èñêàòü â âèäå Ψ(r, χ, z) = R(r)Z(θ − kz) +Bz.

Z (χ) · ∂
2

∂r2
R (r) +

Z (χ)

r
· ∂
∂r
R (r) +

(
k2 +

1

r2

)
R (r) · ∂

2

∂χ2
Z (χ) = 0.

Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå è ïîòðåáîâàâ ñîáëþäåíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ∇Ψ(r, χ) =

∇Ψ(r, χ + 2π) ïîëó÷èì Z (χ) = exp(iνχ), ν ∈ Z, à ïîòðåáîâàâ êîíå÷íîñòè

ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà, à çíà÷èò è êîíå÷íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîëó÷èì,

÷òî

Ψint(r, χ, z) = Bz +
∑
ν∈Z

CνIν(|ν|kr)eiνχ + C0 ln r, Cν ∈ C, r < R, (1)

Ψout(r, χ, z) = Bz +
∑
ν∈Z

DνKν(|ν|kr)eiνχ +D0 ln r, Dν ∈ C, r > R. (2)

×ëåíû, ñîäåðæàùèå ëîãàðèôì ðàäèóñà ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëó òîêà, òå-

êóùåìó âäîëü îñè z. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, òîê ïî ñèñòåìå íå òå÷¼ò,

ïîòîìó C0 = D0 = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ñêàëàðíîãî è âåêòîðíî-

ãî ïîòåíöèàëîâ â ñèñòåìå ñ âèíòîâûìè îáìîòêàìè, ðàññìàòðèâàëîñü òàêæå

â [8, �5]. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðèâåä¼ííûé â òîé ôîðìå, ÷òî äà¼òñÿ â ýòîé

êíèãå, íå óäîáåí äëÿ íàøåãî àíàëèçà äèíàìèêè ÷àñòèö.

Ðàçëîæèì ïîâåðõíîñòíûé òîê, òåêóùèé ïî ñïèðàëüíîé îáìîòêå â ðÿä

Ôóðüå. Â ïðèâåä¼ííîé íèæå ôîðìóëå G2n+1 ∈ R ñóòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà

Ôóðüå. Äëÿ íàøåé ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ ÷¼òíûå ãàðìîíèêè â ðàçëîæåíèè

îòñóòñòâóþò.

j(χ) = (kReθ + ez) ·
∑

n∈N∪{0}

G2n+1 cos ((2n+ 1)χ) (3)

Ñîøü¼ì (1), (2) è (3) íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè r = R:

∇ (Ψin −Ψout)× er

∣∣∣
r=R

= 4π
c j

∇ (Ψin −Ψout) · er
∣∣∣
r=R

= 0
(4)
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Ðàñïèøåì ∇ (Ψin −Ψout)
∣∣∣
r=R

ïî âûðàæåíèÿì èç (1), (2):

∇ (Ψin −Ψout)
∣∣∣
r=R

=
∑
ν∈Z

eiνχ
(
erk |ν|

(
Cν I′ν(|ν| kR)−Dν K′ν(|ν| kR)

)
+

+ (eθ − kRez)
iν

R

(
Cν Iν(|ν| kR)−Dν Kν(|ν| kR)

))
(5)

Ïîäñòàâèâ (5) â (4), ïîëó÷èì∑
ν∈Z

|ν|
(
Cν I′ν(|ν| kR)−Dν K′ν(|ν| kR)

)
eiνχ = 0, (6)

è

2πi

c

∑
n∈N∪{0}

G2n+1

(
e−i(2n+1)χ + ei(2n+1)χ

)
=

=
∑
ν∈Z

ν

R
eiνχ
(
Cν Iν(|ν| kR)−Dν Kν(|ν| kR)

)
. (7)

Èç âûðàæåíèé (6) è (7) ìîæíî îäíîçíà÷íî çàêëþ÷èòü, ÷òî

Cν = −C−ν =
2πiRGν

νc
· K′ν(νkR)

Iν(νkR)K′ν(νkR)− I′ν(νkR)Kν(νkR)
, (8)

Dν = −D−ν =
2πiRGν

νc
· I′ν(νkR)

Iν(νkR)K′ν(νkR)− I′ν(νkR)Kν(νkR)
, (9)

ãäå ν ∈ N.
Âåðí¼ìñÿ ê ìîäåëè íàøåé çàäà÷è. Ïóñòü ïî êàæäîìó èç äâóõ òîíêèõ

ïðîâîäíèêîâ òå÷¼ò òîê I0, Ïîâåðõíîñòíûé òîê ïî ñïèðàëüíîé îáìîòêå áóäåò

îïèñûâàòüñÿ âûðàæåíèåì

j(χ) = (kReθ + ez)
∑
m∈Z

(δ(χ− 2mπ)− δ(χ− (2m+ 1)π)) · I0
2R

(10)

Ýòó ðàçíîñòü äåëüòà-ôóíêöèé ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

j(χ) = (kReθ + ez) ·
πI0
R

∑
m∈N∪{0}

cos((2m+ 1)χ) (11)

Òåïåðü, ââåä¼ì åù¼ îäíî óïðîùåíèå: áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàãíèòíîå

ïîëå âáëèçè îñè ñèñòåìû (kr � 1) è èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ãàðìî-

íèêè èç (11) êðîìå ïåðâîé.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì ñòðåìèòåëüíîå óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ Cν ñ

ðîñòîì ν. Äëÿ ëþáîãî n, G2n+1 = πI0/R. Òîãäà Cν áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé

âèä:

Cν = −C−ν =
2π2iI0
νc

· K′ν(νkR)

Iν(νkR)K′ν(νkR)− I′ν(νkR)Kν(νkR)
, (12)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé kR ≈ 2.91, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

óñëîâèÿì óñòàíîâêè ÑÌÎËÀ. Ïîëüçóÿñü àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿ-

ìè ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ [6], ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè-

÷åñêèé âèä Cν ïðè áîëüøèõ ν:

Cν ≈
π2iI0

√
2kR√

νc
exp(−νkR). (13)

Òî åñòü ïðè áîëüøèõ ν, êàæäûé êîýôôèöèåíò Cν ìåíüøå ïðåäûäóùåãî.

Cν−1 â, ïî ìåíüøåé ìåðå e2.91 ≈ 18.36 ðàçà.

×èñëåííî ìîæíî íàéòè ïåðâûå 8 êîýôôèöèåíòîâ Cν, èíòåðïîëèðîâàòü

èõ ýêñïîíåíöèàëüíîé êðèâîé è óäîñòîâåðèòüñÿ (ñì. ðèñ. 3) â òîì, ÷òî Cν

áûñòðî óáûâàþò è ïðè íåáîëüøèõ ν. Òàê, óæå C2 ìåíüøå C1 â 23 ðàçà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ kR, ÷ëåíû ðÿäà Cν óáûâàþò

ìåäëåííåå. À, íàïðèìåð, ïðè kR = 0.45, C2 > C1.

Îòáðîñèâ âñå ãàðìîíèêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êðîìå ïåðâîé, ìû ïîëó÷èì

ñëåäóþùèé ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïðè r < R:

Ψin(r, χ, z) = Bz + 2iC1I1(kr)sin(χ) (14)

Îáîçíà÷èì F = 2iC1. Îòìåòèì, ÷òî F ∈ R.
Íàéä¼ì ïî ñêàëÿðíîìó ïîòåíöèàëó ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó âåêòîðíûé ïîòåíöèàë:

∇ (Bz + F I1(kr)sinχ) = ∇×
(
erAr + eθ

(
A′θ +

rB

2

)
+ ezAz

)
, (15)

Fk I′1(kr)sinχ

F

r
I1(kr)cosχ

B − Fk I1(kr)cosχ

 =



1

r

(
∂Az

∂χ
+ kr

∂A′θ
∂χ

)
−k∂Ar

∂χ
− ∂Az

∂r

B +
A′θ
r

+
∂A′θ
∂r
− 1

r

∂Ar

∂χ

 . (16)
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Ðèñ. 3: Ïðèìåð çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Cν îò ν

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû:

A (r, χ) = erFkr I1(kr)sinχ+ eθ
rB

2
− ezFkr I′1(kr)cosχ (17)
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3 Ãàìèëüòîíèàí

Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e,

H(pr, pθ, pz, r, θ, z) =

(
pr − eF

c kr I1(kr)sinχ
)2

2m
+

(
pθ − eBr2

2c

)2
2mr2

+

+

(
pz + eF

c kr I′1(kr)cosχ
)2

2m
+ eϕ

(
kr2B

2
− krF I′1(kr)cosχ

)
. (18)

Êàê áûëî íàìè óæå ïðåäëîæåíî íà ñòðàíèöå 5, âûáåðåì ôóíêöèþ φ

ìàêñèìàëüíî ïðîñòîé: ϕ(ψ) = ϕ0ψ.

Ðàñêðîåì ñêîáêè â ãàìèëüòîíèàíå. Âñïîìíèâ, ÷òî ìû ñ÷èòàåì äîáàâêó

ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò ñïèðàëüíîé îáìîòêè ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé

îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïóñòèì èç ðàññìîòðåíèÿ âñå êâàäðàòè÷íûå

ïî êâàäðàòè÷íûå ïî ýòîé äîáàâêå ñëàãàåìûå, ò.å. âñ¼, ÷òî áóäåò ñîäåðæàòü

ïàðàìåòð F â ñòåïåíè áîëüøå ïåðâîé.

H(pr, pθ, pz, r, θ, z) =
p2r
2m

+
p2ϑ

2mr2
+

p2z
2m
− pθΩ

2
− eF

cm
prkr I1(kr)sinχ+

+
eF

cm
pzkr I′1(kr)cosχ+

mr2Ω2

8
+
ϕ0ekBr

2

2
− ϕ0eFkr I′1(kr)cosχ (19)

Îáîçíà÷èì εh = ϕ0eF, vh = eF
mc , mω

2
h = ϕ0ekB, òîãäà

H(pr, pθ, pz, r, θ, z) =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2z
2m
− pθΩ

2
− vhprkr I1(kr)sinχ+

+ (vhpz − εh) kr I′1(kr)cosχ+
mr2

2

(
ω2
h +

Ω2

4

)
(20)

Îïðåäåëèì ω̃2 = ω2
h + Ω2/4. Ïðèâåä¼ì íåâîçìóù¼ííóþ ÷àñòü ãà-

ìèëüòîíèàíà (20) (ò.å. âñå ñëàãàåìûå íå ñîäåðæàùèå εh è vh) ê ïåðåìåí-

íûì äåéñòâèå-óãîë. Îáîçíà÷èì ñóììó ñëàãàåìûõ ñîäåðæàùèõ vh è εh êàê

O(εh, vh). Ìîæíî ïåðåïèñàòü íåâîçìóù¼ííóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà â äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, âñïîìíèâ, ÷òî pθ = xpy− ypx, è íå çàáîòÿñü î âèäå,
êîòîðûé áóäóò èìåòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ òå ÷ëåíû ãàìèëüòîíèàíà,

÷òî îáîçíà÷åíû êàê O(εh, vh).

H(px, py, pz, x, y, z) =
p2x
2m

+
p2y
2m

+
p2z
2m

+
mω̃2

(
x2 + y2

)
2

+
Ω (ypx − xpy)

2
+

+O(εh, vh) (21)
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Ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë ìîæíî âûïîëíèòü, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü äâóìÿ êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñî ñëåäóþùèìè ïðîèçâîäÿ-

ùèìè ôóíêöèÿìè:

F1(x, y, z;x1, y1, z1) = mω̃(xy + x1y1 + z1z −
√

2y1x−
√

2x1y), (22)

F2(x1, y1, z1;x2, y2, z2) = mω̃(
x21
2

ctg x2 +
y21
2

ctg y2 − z2z1). (23)

Ôóíêöèåé F1 îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ïðåîáðàçóþòñÿ îò ñòà-

ðûõ ê íîâûì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

px =
px1 −mω̃y1√

2
, py =

py1 −mω̃x1√
2

, pz = mω̃z1,

x =
py1 +mω̃x1√

2mω̃
, y =

px1 +mω̃y1√
2mω̃

, z = − pz1
mω̃

.

Íåâîçìóù¼ííàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà çàïèøåòñÿ òàê:

H(px1, py1, pz1;x1, y1, z1) =

(
p2x1
2m

+
mω̃2x21

2

)
·
(

1 +
Ω

2ω̃

)
+

+

(
p2y1
2m

+
mω̃2y21

2

)
·
(

1− Ω

2ω̃

)
+
mω̃2z21

2
+O(εh, vh). (24)

Ôóíêöèåé F2 îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ïðåîáðàçóþòñÿ îò

ñòàðûõ ê íîâûì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

px1 =
√

2mω̃px2 cosx2, py1 =
√

2mω̃py2 cos y2, pz1 = −mω̃z2,

x1 =

√
2px2
mω̃

sinx2, y1 =

√
2py2
mω̃

sin y2, z1 =
pz2
mω̃

.

Ãàìèëüòîíèàí æå âûðàæàåòñÿ òàê:

H(px2, py2, pz2;x2, y2, z2) = ω̃px2 ·
(

1 +
Ω

2ω̃

)
+ ω̃py2 ·

(
1− Ω

2ω̃

)
+

+
p2z2
2m

+O(εh, vh). (25)

Çàïèøåì, êàê âûðàæàþòñÿ îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû
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(x, y, z, px, py, pz) ÷åðåç (x2, y2, z2, px2, py2, pz2):

px =
√

2mω̃
(√

px2 cosx2 −
√
py2 sin y2

)
, x =

√
px2 sinx2 +

√
py2 cos y2√

2mω̃
,

py =
√

2mω̃
(√

py2 cos y2 −
√
px2 sinx2

)
, y =

√
px2 cosx2 +

√
py2 sin y2√

2mω̃
,

pz = pz2, z = z2,

Ïðè÷¼ì ðàäèàëüíûé è àçèìóòàëüíûå ìîìåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáù¼í-

íûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû (x2, y2, z2, px2, py2, pz2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rpr = xpx + ypy = 2
√
px2py2 cos(x2 + y2), pθ = xpy − ypx = py2 − px2.

Îáîáù¼ííûé èìïóëüñ px2 ïðîïîðöèîíàëåí ìàãíèòíîìó ìîìåíòó ÷àñòè-

öû, à py2 ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ îò îñè äî öåíòðà ëàðìîðîâñêîé îð-

áèòû ÷àñòèöû. Îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû x2 è y2 ñóòü ôàçà ëàðìîðîâñêîãî

âðàùåíèÿ è àçèìóòàëüíûé óãîë ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî.

Âîçìóùàþùóþ äîáàâêó ê ãàìèëüòîíèàíó ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

O(εh, vh) = (vhpz − εh) kr I′1(kr)cosχ− vhprkr I1(kr)sinχ = (vhpz − εh)×

× k I′1(kr)(x cos kz + y sin kz)− vhrprk
I1(kr)

r
(y cos kz − x sin kz) (26)

Îáîçíà÷èâ ω1 = ω̃ + Ω/2 è ω2 = ω̃ − Ω/2, çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí (25)

êàê

H(px2, py2, pz2;x2, y2, z2) = ω1px2 + ω2py2 +
p2z2
2m

+O(εh, vh). (27)

Âáëèçè îñè ñèñòåìû, ãäå kr << 1, ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññå-

ëÿ ìîæíî çàìåíèòü íà ïåðâûé ÷ëåí â èõ ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà. Òîãäà

âîçìóùåíèå ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

O(εh, vh) =
1

4mω̃

(√
py2(vhpz2 − εh) cos(y2 − kz2)− 2vhk

2√px2py2×

cos(x2 + y2) · (
√
px2 cos(x2 + kz2) +

√
py2 sin(y2 − kz2))+

+
√
px2(vhpz2 − εh) sin(x2 + kz2)

)
(28)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò ñìûñë ðåçîíàíñà ìåæäó ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì è

àçèìóòàëüíûì âðàùåíèåì, âûçâàííûì E × B-äðåéôîì. Ïîñëåäíåå ñëàãà-
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åìîå èìååò ñìûñë ðåçîíàíñà ìåæäó ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì è öèêëîòðîí-

íûì âðàùåíèåì. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ñâÿçàíû ñî âçàèìîäåéñòâèåì âñåõ

òð¼õ äâèæåíèé.

Îöåíèì øèðèíó ïåðâîãî ðåçîíàíñà[7]. Äëÿ ýòîãî ó÷ò¼ì, ÷òî âáëèçè ðå-

çîíàíñà

ẏ2 − kż2 = ω2 − kpz2/m ≈ 0. (29)

Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå Pz = pz2−mω2/k è Z = z2−y2/k, py2 = Py−Pz/k.
Ââåä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

F4(x2, y2, z2, Px, Py, Pz) = x2Px + y2Py + z2Pz + z2
mω2

k
− y2Pz

k
. (30)

Ýòîé ôóíêöèåé çàäà¼òñÿ êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îò îáîáù¼ííûõ ïå-

ðåìåííûõ (x2, y2, z2, px2, py2, pz2) ê (X, Y, Z, Px, Py, Pz), òàêîå ÷òî (27) c ó÷¼-

òîì îñíîâíîé ÷àñòè è ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîçìóùàþùåé ÷àñòè çàïèøåòñÿ

êàê

H(X, Y, Z, Px, Py, Pz) = ω1Px + ω2Py +
P 2
z

2m
+
mω2

2

2k2
+

+

√
Py −

Pz
k

cos(kZ) · (vhmω2 + vhkPz − kεh)
4mkω̃

(31)

Âî-ïåðâûõ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ÷èñëèòåëå äðîáè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

kPz ïî ñðàâíåíèþ ñ mω2, òàê êàê èç (29) ñëåäóåò Pz ≈ 0. Âî-âòîðûõ â

ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òåì æå Pz, ò.ê. â ïîñëåäíåì

ñëàãàåìîì èòàê ñîäåðæàòñÿ ìàëûå vh è εh � ó÷¼ò îòêëîíåíèÿ ïîäêîðåííîãî

âûðàæåíèÿ îò Py áûëî áû ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè.

H(X, Y, Z, Px, Py, Pz) = ω1Px + ω2Py +
P 2
z

2m
+
mω2

2

2k2
+

+
√
Py cos(kZ) · (vhmω2 − kεh)

4mkω̃
(32)

Øèðèíà ðåçîíàíñà ðàñò¼ò ïðîïîðöèîíàëüíî Py, òî åñòü ðàññòîÿíèþ îò

îñè ëîâóøêè äî âåäóùåãî öåíòðà ÷àñòèöû. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü îñòàëüíûå ðåçîíàíñû.
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4 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàáîòû ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíû âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû ìàãíèòíîãî

ïîëÿ äâóçàõîäíîé ñïèðàëüíîé îáìîòêîé. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ýêâè-

ïîòåíöèàëåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â ïëàçìîïðè¼ìíèêàõ êîí-

öåíòðè÷åñêèìè ïëàñòèíàìè.

Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ÷àñòèöû â âèíòîâîé ïðîáêå ïðåîá-

ðàçîâàí ê âèäó, â êîòîðîì ÿâíî ó÷òåíà âèíòîâàÿ ñèììåòðèÿ.

Â ïðèáëèæåíèè, êîãäà ñïèðàëüíàÿ äîáàâêà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, ïðîèçâåä¼í

ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë äëÿ ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî

äâèæåíèå â çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, áëèçêîì ê òîìó, ÷òî

ñîçäàâàëîñü áû â îäíîðîäíî çàðÿæåííîì ñòîëáå ïëàçìû è îäíîðîäíîì ìàã-

íèòíîì ïîëå.

Âûÿâëåíû îñíîâíûå ðåçîíàíñû ìåæäó ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì ÷àñòèöû,

àçèìóòàëüíûì è öèêëîòðîííîì âðàùåíèåì. Óêàçàí ìåòîä äëÿ èññëåäîâà-

íèÿ èõ ïîëîæåíèÿ è øèðèíû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è èñïîëüçîâàííûé ïîäõîä ìîãóò áûòü ïðèìåíå-

íû ê èññëåäîâàíèþ êèíåòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èñòå÷åíèè

ïëàçìû ÷åðåç âèíòîâóþ ïðîáêó.
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