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Введение

Линейные системы, такие как открытые ловушки и системы с обращен-

ным полем рассматриваются как одни из претендентов на роль компакт-

ных термоядерных реакторов с высокой плотностью энергии и относитель-

но простой конструкцией. Современный концепт диамагнитного удержания

[1], являющийся чем-то средним между газодинамической ловушкой (ГДЛ)

и системой с обращенным полем, улучшает стандартное удержание ГДЛ,

предлагая значительно уменьшенный размер реактора за счет увеличенной

плотности частиц. Удержание энергии в диамагнитных ”пузырях”, вероят-

но, будет хуже, чем в системах с обращенным полем, но первоначальные

оценки предполагают, что потребуются менее строгие условия для поддер-

жание равновесия.

Основная идея диамагнитного удержания заключается в создании об-

ласти, занятой плазмой с высоким значением β (β – отношение давления

плазмы к давлению магнитного поля).В диамагнитном пузыре имеются

три существенно отличные области - это внутренняя область, внешняя ва-

куумная область и переходной слой. Во внутренней области отсутствует

магнитное поле, а плотность плазмы постоянна и равна максимальному

значению. Во внешней вакуумной области магнитное поле примерно равно

вакуумному магнитному полю, давление плазмы равно нулю. В переходном

слое диамагнитного “пузыря” плотность плазмы и давление магнитного по-

ля резко меняются, кроме того, функция распределения частиц в переход-

ном слое заведомо не максвелловская (т.к. в переходном слое течет диа-

магнитный ток, обеспечивающий вытеснение магнитного поля из занятой

плазмой области). Существует несколько различных моделей равновесия

для данного слоя. Основной подход в данном случае заключается в пред-

положении некоторой функции распределения, удовлетворяющей условия

равновесия, из которой можно получить выражения для тока, а затем из
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уравнения максвелла (rot ~B = (4π/c)~j) нахождение магнитного поля. Су-

ществует несколько моделей равновесия определяющий данную структуру.

Например, функция распределения в виде вращающейся максвелловской

функции распределения [2]. В данном работе рассмотрена некоторая про-

стейшая модель равновесия [3] для анализа пространственной структуры

электромагнитных волн.

Описанные выше условия диамагнитного удержания могут провоциро-

вать возбуждение кинетических неустойчивостей, приводящих к раскачке

высокочастотных колебаний плазмы. Магнитное поле практически полно-

стью вытеснено плазмой, что может приводить к не сохранению магнитного

момента и, возможно, хаотическому движению частиц с их быстрыми поте-

рями [4]. Таким образом необходимо исследовать устойчивость положения

равновесия при данной конфигурации. Количество потенциально опасных

типов колебаний очень велико. Также существует большое количество ме-

ханизмов их возбуждений. Основной интерес представляют кинетические

неустойчивости. В особенности ожидаются возмущения с частотой порядка

циклотронной частоты ионов. Такие неустойчивости могут иметь механизм

похожий на механизм черенковского излучения и в этом случае энергия

таких волн может изменяться по механизму резонансного взаимодействия.

По-видимому, наибольшую опасность представляют поверхностные волны,

проявляющиеся как колебания границы “пузыря”.

В данной работе проведена оценка энергии передаваемой от частиц

поверхностной волне в простейшем приближении двумерного движения.

Определен необходимый критерий неустойчивости в такой модели. Также

исследована структура поверхностных электромагнитных волн в геомет-

рии с продольной однородностью для неоднородности вдоль одной коорди-

наты.
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1 Динамика частиц в гофрированном

плоском слое

1.1 Динамика частиц в продольной волне

Рассматривается бесконечный плоский слой плазмы ограниченный дву-

мя плоскостями с расстоянием между ними 2a. Границы плазмы счита-

ется резкой (ларморовский радиус частиц много мал по сравнению с ха-

рактерным размером столба). Метод заключается в том, что рассматри-

вается небольшое возмущение границ плазмы, при котором граница при-

нимает форму гофрированной плоскости. Движение частиц предполага-

ется бесстолкновительным, а столкновения с границами считаются абсо-

лютно упругими. Границу плазмы можно описать соотношениями x =

a + b cos(kz − ωt) и x = −a − b cos(kz − ωt). Пример такой структуры

показан на рис. 1.1. Условие малости возмущения означает слабую гоф-

рировку, то есть a >> b. Задача заключается в том, чтобы определить

энергию, передаваемую частицами волне. Особую роль в этом играют резо-

нансные частицы, в данном случае это частицы, которые будут оставаться

в одном периоде гофрировки, т.е те вдоль траектории которых фаза воз-

мущения остается постоянной. Для простоты перейдем в систему отсчета,

движущуюся с фазовой скоростью волны vφ = ω/k. Изменение скорости

частицы после соударения описывается следующими соотношениями:

(~v,~l) = (~v′,~l), (~v, ~n) = −(~v′, ~n) (1.1)
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Рисунок 1.1: Пример структуры слоя. Красными линями показаны грани-
цы плазмы, стрелкой - пример направления скорости частицы

Вектор ~l = (−α, 1) является касательным к гофрировке в точке соуда-

рения частицы с границей, а вектор ~n = (1, α) перпендикулярен к границе,

здесь для краткости введено обозначение α = kb sin(kz0). Координата z0 –

это координата точки в которой произошло столкновение, выражение для

нее будет приведено ниже. Вектор ~v = (vx, vz) – вектор скорости, которую

имела частица до столкновения. Соответственно ~v′ = (v′x, v
′
z) – скорость

частицы после столкновения. Далее рассматриваем сечение Пуанкаре [5]

плоскостью x = 0, то есть ищем соотношение связывающее продольную

скорость и координату частицы в моменты пересечения плоскости x = 0.

В декартовых координатах система 1.1 принимает вид:

vz − αvx = v′z − αv′x, αvz + vx = −αv′z − v′x (1.2)

Разрешив эту систему относительно неизвестного вектора ~v′, получим:

v′z =
1− α2

1 + α2
vz −

2α

1 + α2
vx, v′x = −1− α2

1 + α2
vx −

2α

1 + α2
vz (1.3)

В выражении для α фигурирует z0, которое можно найти следующим об-
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разом. Траектория частицы в декартовых координатах описывается соот-

ношениями x = vxt и z = zb + vzt. Условие пресечение частицы с границей

можно записать в виде:

vzt = z0 − zb, vxt = a+ b cos(kz0) (1.4)

Разделив первое уравнение на второе, т.о. избавимся от зависимости по t и

получим секулярное уравнение на z0:

vx
vz

=
a+ b cos(kz0)

z0 − zb
(1.5)

Разрешим это уравнение в приближении малой гофрировки (a >> b). В

нулевом приближении: z0 = zb + (vz/vx)a. Если взять решения в нуле-

вом приближение как аргумент для косинуса, получим выражения для

решения в первом порядке приближении малого параметра b: z0 = zb +

(vz/vx)(a+ b cos(k(zb + (vz/vx)a))), также можем определить x-координату

точки столкновения x0 = a+b cos(k(zb+(vz/vx)a). Из этого можем выразить

время через которое координата по x снова станет равной нулю t = x0/v
′
x и

найти продольную координату и скорость частицы в этот момент времени:

z′b = z0 + v′z
x0
v′x
, v′z =

1− α2

1 + α2
vz −

2α

1 + α2
vx (1.6)

Таким образом, получено отображение, описывающее динамику части-

цы в волне. Оно может использоваться для исследования бесстолкнови-

тельно обмена энергией между поверхностной волной и частицами плазмы.
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1.2 Энергия передаваемая волне

Очевидно, что энергия частицы сохраняется только в системе отсче-

та волны. В лабораторной системе отсчета можно посчитать изменение

кинетической энергии частицы, которая передается волне при одиночном

столкновении частицы с границей плазмы

∆w =
m

2
(v′2 − v2), (1.7)

где v2 = v2x + v2z (аналогично для v′). Чтобы посчитать изменение энергии,

осуществим переход в систему отсчета волны с помощью замены: vz 7→ vz−
ω
k , затем используем выражение 1.3, и переходим в обратно в лабораторную

систему отсчета vz 7→ vz + ω
k :

∆w =
m

2
(−(vz −

ω

k
)2 − v2x + [

1− α2

1 + α2
vx +

2α

1 + α2
(vz −

ω

k
)]2 +

+[
1− α2

1 + α2
(vz −

ω

k
)− 2α

1 + α2
vx +

ω

k
]2) (1.8)

И учитывая малость параметра α:

∆w ≈ 2mαvx
ω

k
(1.9)

Далее используется метод, приведенный в [6], для оценки декремента за-

туханий Ландау. Для этого оценим число столкновений частиц с границей

плазмы за 1 с как скорость движения частиц относительно волны, делен-

ную на расстояние между горбами (vz − (ω/k))/λ, где (λ = 2π/k)

Сначала следует определить условие при котором частицы являются

“захваченными” (т.е. те которые могут оставаться в одном периоде гофри-

ровки). Основным критерием таких частиц служит то, что z-компонента
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скорости в системе отсчета волны изменит свой знак, т.o.:

v′z
vz
< 0,

1− α2

1 + α2
− 2α

1 + α2

vx
vz
< 0

Учтем малость параметра α, тогда: 2αvx/vz > 1. Вернемся в лабораторную

систему отсчета и оценим параметр α его верхней границей α ≤ kb тогда:

|vz −
ω

k
| < 2kb|vx| (1.10)

Суммируя по всем частицам, захваченными волной, можно вычислить из-

менение энергии волны:

dW

dt
=

1

π
mkbω

∫ +∞

−∞
vx

∫ 2kbvx

ω
k

(vz −
ω

k
)f(vx, vz)dvzdvx −

−1

π
mkbω

∫ +∞

−∞
vx

∫ ω
k

−2kbvx
(vz −

ω

k
)f(vx, vz)dvzdvx (1.11)

где f(vx, vz) – функция распределения.

При движении резонансной частицы в гофрированном цилиндре сохра-

няются (выражения написаны в системе отсчета, где гофрировка покоится)

полная энергия v2x + v2y + v2z = const, y-компонента скорости vy и адиаба-

тический инвариант (a+ b cos(kz))vx = const = (a+ b)vx0. Выражая vx из

выражения для адиабатического инварианта и подставляя его в выражение

для полной энергии, получим

v2x0
a+ b

a+ b cos(kz)
+ v2z = const (1.12)

Используя малость амплитуды волны b� a, преобразуем (1.12):

v2z − v2x0
b

a
cos(kz) = const (1.13)

Учитывая ż = vz и предполагая kz � 1, найдем уравнение, описывающее
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продольное движение резонансной частицы в системе отсчета волны

ż = vz = |vx0|
√
b/a
√

cos(kz)− 1 ≈ i
√
b/(2a)|vx0|kz,

z = z0 cos(Ωzt), Ωz =

√
b

2a
k|vx0|. (1.14)

Таким образом, время пролета резонансной частицы между гофрами по-

рядка 1/Ωz =
√

2a/b/|kvx0| ∼
√

2ab/|vz0 − ω/k|. За это время продоль-

ная скорость (в системе отсчета волны) меняет знак, а кинетическая энер-

гия частицы (в лабораторной системе отсчета) изменяется на v2z0 − (vz0 −

2ω/k)2 = 4(ω/k)(vz0−ω/k). Таким образом, если разложить функцию рас-

пределения в интеграле 1.11 в области резонанса - нулевой член разложе-

ния просто сократиться. В первом приближении остается только интеграл

с первой производной по продольной скорости. Энергия, передаваемая в

единицу времени от частиц поверхностной волне, оценивается аналогично

случаю плазменной волны:

dW

dt
∼
∫ ∞
−∞

dvxv
2
x

∂f(vx, vz)

∂vz

∣∣∣∣
vz=ω/k

. (1.15)

Таким образом можно сделать вывод, что волна может накачиваться энер-

гией от частиц при наличии положительной производной функции распре-

деления по продольной скорости.
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2 Структура электромагнитных волн

в пузыре

Для исследования пространственной структуры колебаний используем

приближение холодной плазмы, предполагая, что фазовая скорость волн

значительно превышает тепловую скорость частиц плазмы. Предполагает-

ся, что диамагнитная ловушка достаточно длинна, что позволяет прене-

бречь продольной неоднородностью. В качестве невозмущенной системы

используем предложенную в статье [3] модель. Использованная в ней спе-

цифическая функция распределения ионов приводит к точному занулению

магнитного поля внутри “пузыря” и плотности плазмы снаружи. Несмот-

ря на нефизичность, такая структура позволяет легко найти возмущение

полей вне переходного слоя, сосредоточившись на происходящих в нем про-

цессах.

2.1 Основные уравнения

Уравнение для низкочастотных (с частотой много меньше плазменной

частоты электронов) колебаний в длинном плазменном в приближении

E‖ = 0 (связанном с высокой подвижностью электронов вдоль магнитного

поля) столбе можно записать в виде [7]:

(b∇)iχik(b∇)kB‖ +
ω2

c2
B‖ = 0, (2.1)
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где B‖ = b · δB – продольная компонента возмущения магнитного поля,

b – единичный вектор, направленный вдоль внешнего магнитного поля,

χik – тензор, обратный тензору εik − N 2
‖ δik, N‖ = k‖c/ω – коэффициент

преломления, εik – тензор диэлектрической проницаемости.

Если можно пренебречь эффектами конечного ларморовского радиу-

са и компоненты тензора диэлектрической проницаемости удовлетворяют

соотношениям ε11 = ε22 и ε12 = −ε21, уравнение (2.1) записывается в ком-

пактной форме

∂

∂xi
χik

∂B‖
∂xk

+
ω2

c2
B‖ = 0. (2.2)

Для расчетов используется тензор диэлектрической проницаемости в

приближении холодной плазмы εik = ε⊥(δik − hihk) + igεiklhl + ε‖hihk, где

h – единичный вектор вдоль магнитного поля, ε⊥ = 1−
∑

s ω
2
ps/(ω

2 − Ω2
s),

g =
∑

s ω
2
psΩs/(ω(ω2 − Ω2

s)), ε‖ = 1 −
∑

s ω
2
ps/ω

2 ≈ 1 − ω2
pe/ω

2, ωps и Ωs

– плазменная и циклотронная частота для частиц сорта s. Компоненты

тензора χik равны

χ11 = χ22 =
ε⊥ −N 2

‖

(ε⊥ −N 2
‖ )

2 − g2
, χ12 = −χ21 = − ig

(ε⊥ −N 2
‖ )

2 − g2
. (2.3)

Для колебаний с ω � Ωe в плотной плазме с ωpi � Ωi (и с одно-

зарядными ионами) компоненты тензора диэлектрической проницаемости

можно упростить:

ε⊥ ≈ 1−
ω2
pi

ω2 − Ω2
i

−
ω2
pe

Ω2
e

≈ −
ω2
pi

ω2 − Ω2
i

,

g ≈
ω2
piΩi

ω(ω2 − Ω2
i )
−

ω2
pe

ωΩe
=

ω2
piΩi

ω(ω2 − Ω2
i )

+
ω2
pi

ωΩi
=

ω

Ωi

ω2
pi

ω2 − Ω2
i

=
ω

Ωi
ε⊥. (2.4)
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В декартовых координатах уравнение (2.2) можно записать в виде (учиты-

вается, что в холодной плазме χ11 = χ22 и χ12 = −χ21)

∂

∂x

(
χ11(x)

∂B‖
∂x

+ ikyχ12(x)B‖

)
+ iky

(
χ21(x)

∂B‖
∂x

+ ikyχ22B‖

)
+
ω2

c2
B‖ = 0,

∂

∂x

(
χ11(x)

∂B‖
∂x

)
+

(
ω2

c2
+ iky

∂χ12

∂x
− k2yχ11

)
B‖ = 0. (2.5)

При численном решении уравнения (2.5) на равномерной сетке удобно

использовать следующую схему:

χ11(xi+1/2)(B‖i+1 −B‖i)− χ11(xi−1/2)(B‖i −B‖i−1)
∆x2

+

+

(
ω2

c2
+ ikyχ

′
12(xi)− k2yχ11(xi)

)
B‖i = 0 (2.6)

т.е. задача сводится к поиску частот, при которых матрица (χ11(xi+1/2)δi+1,j−

(χ11(xi+1/2) +χ11(xi−1/2))δi,j +χ11(xi−1/2)δi−1,j)/∆x
2 + (ω2/c2 + ikyχ

′
12(xi)−

k2yχ11(xi))δi,j имеет нулевые собственные значения. Отметим что, решения

уравнения 2.5 существуют только для ограниченного дискретного набора

частот.

2.1.1 Восстановление электрического поля

Пусть известно решение уравнения (2.1). Найдем электрическое поле

волны. В плоском случае, используя приближение E‖ = 0, из уравнения

∇× E = −∂tB/c найдем

iω

c
B‖ =

iω

c
Bz =

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
, Bx = −N‖Ey, By = N‖Ex. (2.7)
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Из уравнения ∇×B = ∂tD/c, где Di = εikEk, следует

−iω
c

(εxxEx + εxyEy) =
∂Bz

∂y
− ikzBy =

∂Bz

∂y
− ic

ω
N 2
‖Ex,

−iω
c

(εyxEx + εyyEy) = −∂Bz

∂x
+ ikzBx = −∂Bz

∂x
− ic

ω
N 2
‖Ey. (2.8)

Таким образом,

− iω

c
χ−1ik Ek = −(h×∇B‖)k, Ei = −ic

ω
χik(h×∇B‖)k. (2.9)

В декартовых координатах

Ex =
ic

ω

(
χxx

∂B‖
∂y
− χxy

∂B‖
∂x

)
, Ey = −ic

ω

(
χyy

∂B‖
∂x
− χyx

∂B‖
∂y

)
, Ez = E‖ = 0.

(2.10)

2.2 Модель равновесия Котельникова

Далее для анализа структуры колебаний используется модель равнове-

сия предложенная в [3]. Пусть плазма с концентрацией частиц n0 занимает

бесконечный слой с толщиной 2a, магнитное поле на бесконечности одно-

родное с напряженностью B0. Направим ось z вдоль магнитного поля, ось

x – поперек слоя плазмы. Считается, что функция распределения ионов

равна fi = (n0/(2πV ))δ(v − V )H(V − (vx + G(x))), где G(x) = ΩAy/B0 –

нормированная компонента векторного потенциала, Ω = eB0/(mc) – цик-

лотронная частота ионов в поле B0 и H(x) – функция Хевисайда. В случае

диамагнитного “пузыря” давление плазмы равно давлению магнитного по-

ля, т.е. B0 =
√

4πmn0V . Распределение концентрации ионов выражается

через функцию G(x):

n(x) =
n0
π

(π/2 + arcsin(1−G(x)/V )) , (2.11)
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распределение векторного потенциала в переходном слое описывается урав-

нением

G′′(x) =
ω2
pi

c2

√
G(2V −G), (2.12)

где ωpi =
√

4πn0e2/m – плазменная частота ионов в “пузыре”. После до-

множения на G′(x) уравнение (2.12) можно проинтегрировать:

∫ G/V

0

√
πdg√

(g − 1)
√
g(2− g) + arcsin(g − 1) + π/2

=
ωpi
c

(x− a). (2.13)

Постоянные интегрирования выбраны из условий Bz = (B0/Ω)G′ = 0

при G = 0 (на границе переходного слоя и плазмы) и Bz = B0 =
√

4πmn0V

при G = 2V (на границе переходного слоя и вакуума).

2.3 Результаты расчетов

Численный расчет структуры электромагнитных волн производился со

следующими значениями параметров: скорость ионов в функции распре-

деления V = 4, 37709 ∗ 107 м/с (что равно тепловой скоростью протона с

энергией 1 кэВ), магнитное поле в вакуумном пространстве Bv = 104 Гс,

ширина переходного слоя b = 6.34 см. Концентрация во внутренней обла-

сти диамагнитного пузыря (n0), где отсутствует магнитное поле, выбрана

из соображений равенства давлений B2
v/8π = n0T и при указанных выше

параметрах равна n0 ≈ 2.5 ∗ 1015 см−3.

Особый интерес представляют волны для которых фазовая скорость

близка к скорости ионов: ω/kz ∼ V . По-видимому такие волны, как было

сказано ранее в п.1.2, могут обмениваться с частицами плазмы энергией по

механизму резонансного взаимодействия Ландау.

Изменение значений циклотронной и плазменной частот во всех трех

областях диамагнитного пузыря с переходным слоем как в модели Котель-
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никова показано на рисунках 2.1 и 2.2 соответственно.
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Рисунок 2.1: Изменение циклотрон-
ной частоты вдоль координаты x
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Рисунок 2.2: Изменение плазменной
частоты вдоль координаты x

При численном решении рассчитывались собственные значения для ря-

да частот в двух областях: в области низких частот (для наглядных реше-

ний имеющих малое количество нулей), и области близким к резонансным

частотам (удовлетворяющим условию ω/kz ∼ V ). Важно отметить, что

при такой модели численного расчета уравнения собственные числа могут

меняться скачками и смена знака еще не означает нахождение нулевых соб-

ственных значений в промежутке между значениями разного знака, поэто-

му следует отслеживать изменение собственных чисел на всем промежутке

исследуемой области частот. И если есть основания полагать, что график

собственных чисел плавно проходить через нулевое значение, то в таком

случае можно достаточно точно определять значения собственных частот.

На рисунке 2.4 показаны собственные значения для диапазона частот вбли-

зи собственной частоты. На рисунке 2.3 показано характерное решение

для продольной составляющей магнитного поля в области частот много

меньших циклотронной частоты ионов, имеющее малое количество нулей,

параметры волны: kz = 0.5 ky = 0 собственная частота ω ≈ 1.8513∗10−5c−1.

Так же указанным выше способом можно восстановить электрические
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Рисунок 2.3: Продольная составляющая магнитного поля для малой часто-
ты

поля для x и y составляющих ( 2.5). Следует отметить, что эти две ком-

поненты сдвинуты на фазу π/2 относительно друг-друга, из чего следует,

что поляризация волны эллиптическая.

Далее исследуется поведение решений в резонансной области (V ∼

ω/kz) для вышеупомянутых параметров – это частоты порядка ионной

циклотронной частоты (ωres ≈ 0.23Ωi). В этой области также имеется до-

статочное количество решений, так что можно говорить о существовании

волн, которые могут обмениваться энергией с частицами по механизму ре-

зонансного взаимодействия Ландау. Пример поведения собственных значе-

ний указан на рис 2.6. Как видно из рис. 2.7, решения в этой области име-

ют большее количество нулей, но также экспоненциально затухают внутрь

плазмы и наружу. Также заметно, что все возмущения сконцентрированы

в переходном слое. Примеры электрических полей показаны на рис. 2.8.

Из проведенных расчетов можно сделать некоторые выводы:

• Возмущения сосредоточены в переходном слое, они экспоненциально

убывают внутрь плазменного слоя и в сторону вакуумной области,

причем намного быстрее в сторону внутренней области диамагнитно-
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Рисунок 2.4: Поведение собственных чисел для малой частоты
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Рисунок 2.5: Пример x-составляющей (слева) и y-составляющей (справа)
электрического поля для волны в низкочастотной области

го пузыря.

• Количество нулей решения возрастает с ростом частоты.
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Рисунок 2.6: Пример поведения собственных чисел в резонансной области

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

B |
|(

x)

x, см

Рисунок 2.7: Пример продольного магнитного поля в резонансной области
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Рисунок 2.8: Пример x-составляющей (слева) и y-составляющей (справа)
электрического поля для волны в резонансной области
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Заключение

Была исследована динамика частиц в гофрированном плоском слое. В

приближении нулевого ларморовского радиуса частиц аналитически най-

дены оценки для энергии передаваемой от частиц плазмы поверхностным

волнам в диамагнитном пузыре.Установлено, что возбуждение поверхност-

ных волн возможно если имеется участок функции распределения с поло-

жительной производной по продольной скорости.

Исследована структура поверхностных электромагнитных волн в при-

ближении холодной плазмы в приближении продольной однородности. Най-

дены поверхностные волны электрические и магнитные поля которых со-

средоточены в переходном слое и экспоненциально затухают внутрь к од-

нородному слою и наружу к вакуумной области. Найдены волн с фазовыми

скоростями приблизительно равными скоростям ионов. По-видимому такие

волны могут эффективно обменивать энергией с частицами плазмы, кроме

того могут эффективно рассеивать частицы плазмы, что может приводить

к аномальным потерям.

В дальнейшем планируется исследование электромагнитных свойств

плазмы с горячими ионами.
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Приложение А

2.4 Тензор диэлектрической проницаемости для

горячей плазмы

Для определения электромагнитных свойств плазмы в приближении го-

рячей плазмы необходимо найти тензор диэлектрической проницаемости в

центральной области с вытесненным магнитным полем используется вы-

ражение (4.1.11) из [8].

εij = δij +
∑
a

e2a
ε0w

∫
d3p ui

∂f0
∂pj

[
ρ

w − (k, u)
− iπδ(w − (k, u))] (2.14)

где f0 - невозмущенная функция распределения. В случае переходного слоя

как в модели Котельникова функция распределения ионов имеет вид:

f0(~u) =
n0

2πV
δ(v − V )f(uz) (2.15)

где v =
√
u2x + u2y, а f(uz) - некоторое распределение по Z компоненте

скорости. В простейшем случае f(uz) = δ(uz − Vz). Рассмотрим для нача-

ла только эрмитову компоненту тензора диэлектрической проницаемости

(первое слагаемое в 2.14), учитывая вклад только ионов.

1)i = x, j = x :

Re(ε
(i)
ij ) =

n0m
2

2πV

∫
uxδ

′(v − V )
ux
v

vdvdφ

w − (k, u)

Осуществляется в цилиндрические координаты, угол φ - угол с осью x.

Вектор ~k выбирается следующим образом: ~k = (kx, 0, kz)

Int =
n0m

2

2πV

∫
v2 cos2(φ) δ′(v − V ) dvdφ

w − kzVz − kxv cosφ
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За счет производной по δ - функции интеграл разбивается на два:

I1 = 2V

∫ 2π

0

cos2(φ)

w − kzVz − kxV cos(φ)
dφ

Вынесем из знаменателя kxV и обозначим c1 = w−kzVz
kxV

Итого:

I1 =
2

kx

∫ 2π

0

cos2φ

c1 − cosφ
dφ =

2

kx
(

∫ 2π

0

−cosφ dφ+ c1

∫ 2π

0

cosφ

c1 − cosφ
dφ)

Первый интеграл равен нулю, т.к. является интегралом косинуса по пол-

ному периоду, второй интеграл считаем, используя таблицу интегралов в

итоге получаем:

I1 =
4πc1
kx

(
c1√
c21 − 1

− 1) (2.16)

Второй интеграл имеет вид:

I2 = V 2kx

∫ 2π

0

cos3(φ)

(w − kzVz − kxV cos(φ))2
dφ =

1

kx

∫ 2π

0

cos3(φ)

(c1 − cos(φ))2
dφ

Аналогично, использовав таблицы интегралов, получаем:

I2 =
2πc1
kx

(
3c1 − 2c31 − 2

√
c21 − 1 + 2c21

√
c21 − 1

(c21 − 1)3/2
) (2.17)

Таким образом получаем выражение для εxx:

εxx =
ω2
p

ωkxV

c21
(c21 − 1)3/2

(2.18)

2) Для случая i = y, j = y все аналогично, только cos2 → sin2 в знамена-

теле интегралов, тогда получается:

I1 =
2

kx

∫ 2π

0

sin2 φ

c1 − cosφ
dφ =

4π

kx
(c1 −

√
c21 − 1)
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I2 =
1

kx

∫ 2π

0

sin2(φ) cos(φ)

(c1 − cosφ)2
dφ =

−2π

kx
(
1− 2c21 + 2c1

√
c21 − 1√

c21 − 1
)

Таким образом выражение для εyy:

εyy =
ω2
p

wkxV
√
c21 − 1

(2.19)

3) случай Антиэрмитова часть тензора диэлектрической проницаемости:

εAxx = −i
ω2
p

wkxV

c21√
1− c21

(2.20)

εAyy = −i
ω2
p ∗
√

1− c21
wkxV

(2.21)

Таким образом ионный вклад в тензор диэлектрической проницаемости

для функции распределения 2.15 имеет следующие ненулевые компоненты:

ε(i)xx =
ω2
p

ωkxV

(ω−kzVzkxV
)2

((ω−kzVzkxV
)2 − 1)3/2

− i
ω2
p

wkxV

(ω−kzVzkxV
)2√

1− (ω−kzVzkxV
)2

(2.22)

ε(i)yy =
ω2
p

wkxV
√

(ω−kzVzkxV
)2 − 1

− i
ω2
p

√
1− (ω−kzVzkxV

)2

wkxV
(2.23)

Компонента тензора εzz не так интересна в плоской случае, так что ее зна-

чение может ограничиваться только электронным вкладом. Электронный

вклад в тензор диэлектрической проницаемости в случае холодных элек-

тронов имеет известное значение: ε(e)ij = ε
(e)
⊥ (δij−hihj)+ ig(e)εijlhl+ε

(e)
‖ hihj,

где h – единичный вектор вдоль магнитного поля. При учете только элек-

тронов: ε(e)⊥ = −ω2
pe/(ω

2 − Ω2
e), ε

(e)
‖ = −ω2

pe/ω, и g(e) = ω2
peΩe/(ω(ω2 − Ω2

e)).
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Таким образом, если магнитное поле направленно только вдоль z, то:

εij =


1 + ε

(i)
xx + ε

(e)
⊥ ig(e) 0

−ig(e) 1 + ε
(i)
yy + ε

(e)
⊥ 0

0 0 ε
(e)
‖

 (2.24)
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