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Ïðåäèñëîâèå

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ðàñôàçèðîâêè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà
â íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âàæíî âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ. Â
îáùåì ïëàíå, íàáëþäåíèå ðàñôàçèðîâîê ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ ÿâëÿ-
åòñÿ âàæíûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè, ïîçâîëÿþùèì óñòàíîâèòü ïà-
ðàìåòðû íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, èçó÷àÿ åãî êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ. Óìåíèå ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàòü ðåçóëüòàòû òàêèõ èç-
ìåðåíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåò óñïåõ ïðîâîäèìûõ èëè
ïëàíèðóåìûõ ðàáîò. Â äèäàêòè÷åñêîì ïëàíå, âû÷èñëåíèÿ ðàñôàçè-
ðîâîê êîëåáàíèé èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ çàñòàâëÿþò ñòóäåíòîâ èñïîëü-
çîâàòü ìíîãèå àñïåêòû, ïîíÿòèÿ è ìåòîäû òåîðèè ëèíåéíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé è òåì óëó÷øàþò èõ îïûò â ðåøåíèè êîíêðåòíûõ
çàäà÷. Â òåêñòå ïîñîáèÿ [1] ýòè âîïðîñû îòðàæåíû ëèøü â êðàòêîé
ôîðìå, îñòàâëÿÿ èõ áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû ñòóäåíòîâ, èëè äëÿ ðåøåíèÿ èìè óïðàæíåíèé. Òàêîé ïîäõîä
îêàçàëñÿ îïðàâäàííûì ëèøü äëÿ î÷åíü ñèëüíûõ ñòóäåíòîâ. Ãëàâíàÿ
òðóäíîñòü, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàëèñü îñòàëüíûå ó÷àùèåñÿ, ñîñòîÿëà â
íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ âåñüìà îáúåìíûõ âû÷èñëåíèé ïðè ðåøå-
íèè äàæå óïðîùåííûõ çàäà÷. Ê òîìó æå ýòè âû÷èñëåíèÿ ÷àñòî òðå-
áóþò îò ñòóäåíòîâ çíàíèé, êîòîðûå îíè ïîëó÷àëè â òå÷åíèå íåñêîëü-
êèõ ïðåäûäóùèõ ëåò ó÷åáû â ÍÃÓ, íî, âîçìîæíî, ñëåãêà (èëè âåñüìà
îñíîâàòåëüíî) ïîäçàáûëè èç-çà äðóãèõ íàãðóçîê.

Òàê èëè èíà÷å, íî â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ìû ñòàëè ñòàëêèâàòüñÿ ñ
íåîáõîäèìîñòüþ áîëåå ïîäðîáíîãî èçëîæåíèÿ ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ,
÷åì êàçàëîñü íóæíûì, ñêàæåì, â 90-å ãã. ïðîøëîãî âåêà. Â ýòîì ïîñî-
áèè ìû îáñóäèì ðÿä ïðîáëåì, èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèå ïðîñòûõ
ìåòîäîâ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ îïèñàíèÿ ðàñ-
ôàçèðîâêè ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïðîâåäåíèå
òàêèõ âû÷èñëåíèé óæå äàâíî ñòàëî ðóòèííîé è, â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè, îáÿçàòåëüíîé îïåðàöèåé ïðè çàïóñêå è ýêñïëóàòàöèè íàêîïè-
òåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ìû îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì ïðîñòûõ è
âìåñòå ñ òåì òèïè÷íûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ñòóäåí-
òàì â èõ ðàáîòå íà ðåàëüíûõ óñòàíîâêàõ, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè êóðñà
¾Êîëëåêòèâíûå ýôôåêòû â äèíàìèêå ïó÷êîâ¿. Âìåñòå ñ òåì, íàáîð

4



îáñóæäàåìûõ â ïîñîáèè ïðîáëåì îñòàâëÿåò ñòóäåíòàì äîñòàòî÷íûé
ïðîñòîð äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

1. Êîëåáàíèÿ, ôàçû, êîãåðåíòíîñòü

Â öèêëè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ è íàêîïèòåëÿõ çàðÿæåííûå ÷àñòè-
öû äâèæóòñÿ âäîëü ëèáî âáëèçè òàê íàçûâàåìîé çàìêíóòîé îðáèòû.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðàâèëüíûì ðàñïîëîæåíèåì âäîëü æåëàåìîé òðàåê-
òîðèè íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïîâîðîòíûõ ìàãíèòîâ. Åñëè s � ðàñ-
ñòîÿíèå, ïðîéäåííîå ÷àñòèöåé âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ê ìîìåíòó
âðåìåíè t, òî ïîëîæåíèå çàìêíóòîé îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

r = r0(s). (1.1)

Â ñèëó çàìêíóòîñòè îðáèòû êðèâàÿ r0(s) îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèìåòðó îðáèòû
Π = 2πR0:

r0(s+Π) = r0(s). (1.2)

Âåëè÷èíà R0 íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ðàäèóñîì îðáèòû. Ïîñêîëüêó ôîð-
ìèðîâàíèå çàìêíóòîé îðáèòû îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè,
âåëè÷èíû Π è R0 çàâèñÿò îò ýíåðãèè ÷àñòèö. Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ
÷àñòèö ñ ïîñòîÿííîé ýíåðãèåé E ââîäÿò òàêæå âåëè÷èíû

T0 =
Π

v
(1.3)

è

ω0 =
2π

T0
, (1.4)

ãäå E = c
√
p2 +M2c2, p = γMv � èìïóëüñ, à v � ñêîðîñòü ÷àñòè-

öû. Âåëè÷èíà T0 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü
çàìêíóòîé îðáèòû, à ω0 � ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû âäîëü çà-
ìêíóòîé îðáèòû. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.3) è (1.4) âåëè÷èíû T0 è ω0

òàêæå çàâèñÿò îò ýíåðãèè ÷àñòèöû. ×òîáû ýòî ïîä÷åðêíóòü, ïèøóò,
íàïðèìåð, ω0(p). Îáû÷íî ðàçëè÷èÿ ýíåðãèé íàêàïëèâàåìûõ ÷àñòèö
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè ýíåðãèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷èÿ
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ïåðèîäîâ, èëè ÷àñòîò îáðàùåíèÿ ÷àñòèö ω0(p), òàêæå ìàëû. Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå

ω0(p) = ω0(p0) +
dω0

dp
∆p. (1.5)

Çäåñü p0 � íåêîòîðîå òèïè÷íîå çíà÷åíèå èìïóëüñà íàêàïëèâàåìûõ
÷àñòèö, à ∆p = p−p0 � îòêëîíåíèå èìïóëüñà êîíêðåòíîé ÷àñòèöû îò
ýòîãî çíà÷åíèÿ (|∆p| ≪ p0). Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (1.3) è (1.4) ïèøåì

dω0

dp
=
ω0αp

p0
, αp =

(
1

γ20
− α

)
, (1.6)

ãäå ω0 = ω0(p0), à α � êîýôôèöèåíò óïëîòíåíèÿ îðáèò. ×àñòî òàêæå
äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé è òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì,
ïèøóò

dω0

dp
= ω′

0 =
ω0αp

p
, αp =

(
1

γ2
− α

)
. (1.7)

Â îòñóòñòâèå íà çàìêíóòîé îðáèòå ïðîäîëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ
(Â×) ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ýíåðãèè ÷àñòèö ñîõðàíÿþòñÿ. Äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà îòíîñèòåëüíî çàìêíó-
òîé îðáèòû ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p0 ââîäÿò ôàçó ïðîäîëüíîãî äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû

ϕ =
s

R0
− ω0t, (1.8)

ãäå ω0 è R0 îïðåäåëåíû äëÿ îðáèòû ñ èìïóëüñîì p0. Åñëè ýíåðãèÿ ÷à-
ñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ, òî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.5) âåëè÷èíà ϕ ëèíåéíî
ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:

dϕ

dt
= ω′

0∆p. (1.9)

Â ýòîì ñëó÷àå ôàçà ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé.
Îïòèêà óñêîðèòåëÿ, èëè íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà, îáû÷íî óñòðî-

åíà òàê, ÷òîáû ïðè îòêëîíåíèè ÷àñòèöû îò çàìêíóòîé îðáèòû íà
íåå äåéñòâîâàëà áû âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âåëè-
÷èíå îòêëîíåíèÿ. Â ìàøèíå ñ òàêîé ôîêóñèðîâêîé ÷àñòèöû ñîâåð-
øàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîé îðáèòû è
òåì ôîðìèðóþò ïó÷îê. Äëÿ ïîïåðå÷íûõ ê çàìêíóòîé îðáèòå íàïðàâ-
ëåíèé îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Åñëè çàìêíóòàÿ
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îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé, à ñâÿçü êîëåáàíèé îòñóòñòâóåò, òî
÷àñòîòó âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþò ñîîòíî-
øåíèåì

ωy = ω0(p)νy, (1.10)

à ãîðèçîíòàëüíûõ ñîîòíîøåíèåì

ωx = ω0(p)νx. (1.11)

Ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé

dψy,x

dt
= ωy,x = ω0(p)νy,x (1.12)

ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Âõîäÿùèå â ýòè îïðåäåëåíèÿ
âåëè÷èíû νy,x íàçûâàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè ÷àñòîòàìè ñîîòâåòñòâåííî
âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ (ðàäèàëüíûõ) áåòàòðîííûõ êîëåáà-
íèé. Ïîñêîëüêó óãëû îòêëîíåíèé â ôîêóñèðóþùèõ ïîëÿõ çàâèñÿò îò
ýíåðãèé ÷àñòèö, ÷àñòîòû νy,x òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èìïóëüñîâ
÷àñòèö. Ïî àíàëîãèè ñ ðàçëîæåíèåì (1.5) äëÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì
p+∆p ïèøóò

νy,x(∆p) = νy,x(p) +

(
dνy,x
d ln p

)
0

∆p

p
. (1.13)

Âåëè÷èíû (dνy,x/d ln p)0 íàçûâàþòñÿ õðîìàòèçìàìè âåðòèêàëüíûõ è
ãîðèçîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîêóñèðîâêà ÷àñòèö â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ óñêîðÿþùèìè èëè òîðìîçÿùèìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè Â×-ïîëÿìè.
Åñëè ÷àñòîòà Â×-ïîëÿ ðàâíà Ω0, òî ýôôåêò ïðîäîëüíîé ôîêóñèðîâ-
êè äîñòèãàåòñÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòèö

Ω0 = qω0(p). (1.14)

Âåëè÷èíà q íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ Â×-ïîëÿ. Çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñò-
íîñòè êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè íàêîïèòåëÿ (γtr = 1/

√
α, ãäå 0 < α < 1)

÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ω0(p) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé èìïóëüñà
÷àñòèöû. Ïðè ýòîì ðåçîíàíñíîå óñëîâèå (1.14) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü
äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p = ps. ×àñòèöà ñ òàêèì èìïóëüñîì
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íàçûâàåòñÿ ñèíõðîííîé, à ñàìî çíà÷åíèå ps èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
èìïóëüñà p0 â ðàçëîæåíèÿõ (1.5). Çíà÷åíèå ôàçû ïðîõîæäåíèÿ óñêî-
ðÿþùåãî çàçîðà ñèíõðîííîé ÷àñòèöåé íàçûâàåòñÿ ñèíõðîííîé ôàçîé
(ϕs). Â îòñóòñòâèå óñêîðåíèÿ èëè òîðìîæåíèÿ ÷àñòèö ïó÷êà, à òàêæå
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ω′

0 çíà÷åíèå ñèíõðîííîé ôàçû ðàâíû 2πk/q
ëèáî π + 2πk/q, ãäå k = 0, 1, 2, . . . , q − 1.

Â ñèëó ïðèíöèïà àâòîôàçèðîâêè ÷àñòèöû ñ èìïóëüñàìè, áëèçêè-
ìè ê ps, ñîâåðøàþò ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ. Ýòè êîëåáàíèÿ ïðî-
ÿâëÿþòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè èìïóëüñà ps + ∆p è ôàçû ϕ
÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ñèíõðîííîãî çíà÷åíèÿ (ps, ϕs). Ñèíõðîòðîí-
íûå êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû, åñëè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû p è ϕ ïîïàäàþò
âíóòðü ñåïàðàòðèñ. Ïðè êðàòíîñòè Â×-ïîëÿ q íà îðáèòå èìååòñÿ q
ñåïàðàòðèñ. ×àñòèöû, íå ïîïàâøèå íè â îäíó èç ñåïàðàòðèñ, ïî ðàç-
íûì ïðè÷èíàì ãèáíóò íà ñòåíêàõ âàêóóìíîé êàìåðû íàêîïèòåëÿ.
Çàõâà÷åííûå æå â êàêóþ-ëèáî èç ñåïàðàòðèñ ÷àñòèöû ôîðìèðóþò
ñãóñòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êðàòíîñòè q ïó÷îê ìîæåò ñîñòîÿòü èç q
ñãóñòêîâ. Ñèíõðîòðîííûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, åñëè
èõ àìïëèòóäû ac ñóùåñòâåííî ìåíüøå äëèíû âîëíû ãðóïïèðóþùåãî
Â×-ïîëÿ (ac ≪ Π/q). ×àñòîòó òàêèõ êîëåáàíèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
âûðàæåíèåì

ωc = ω0νc, (1.15)

ãäå ω0 � ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû.
Ïåðå÷èñëåííûå îïðåäåëåíèÿ óêàçûâàþò, ÷òî â íàêîïèòåëÿõ çà-

ðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ëèíåéíûìè ôîêóñèðóþùèìè ñèëàìè êîëåáàíèÿ
÷àñòèö ñ ðàâíûìè ýíåðãèÿìè (ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïó÷îê) ÿâëÿþòñÿ
êîãåðåíòíûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíûå âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ
÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïó÷êà íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.

Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ôîêóñèðóþùèõ ñèë îò êîîðäèíàò îò-
êëîíåíèé ÷àñòèö îò çàìêíóòîé îðáèòû ïðèâîäÿò ê àíãàðìîíè÷íîñòè
êîëåáàíèé ÷àñòèö è, âîçìîæíî, ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáà-
íèé. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè óäàåòñÿ èçáåæàòü,
îñíîâíîå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé ïðîÿâëÿåòñÿ
â çàâèñèìîñòè ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö îò àìïëèòóä è â èçìåíåíèè
õðîìàòè÷íîñòè òàêèõ êîëåáàíèé. Ñâîéñòâî êîãåðåíòíîñòè êîëåáàíèé
÷àñòèö â ìàøèíàõ ñ òàêîé ôîêóñèðîâêîé, âîîáùå ãîâîðÿ, òåðÿåòñÿ.
Èç-çà ðàçíèöû ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷îê ðàñïëûâàåòñÿ â ïðî-
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ñòðàíñòâå ôàç êîëåáàíèé è, ÷àùå âñåãî, ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü â íåì
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, ðàçëè÷èÿ
(ðàçáðîñû) ÷àñòîò â íàêàïëèâàåìûõ ïó÷êàõ íåâåëèêè. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ ðàçóìíî ãîâî-
ðèòü îá èõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèÿõ è î âëèÿíèè ðàçáðîñîâ ÷àñòîò íà
ýòè êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ.

2. Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà

Â ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå, ýòîò êëàññ çàäà÷ áîëåå ñïåöèôè÷åí äëÿ
íàêîïèòåëåé èîíîâ, â êîòîðûõ ïîòåðè ýíåðãèé íåâåëèêè è ïîýòîìó
äëÿ óäåðæàíèÿ ïó÷êà âáëèçè æåëàåìîé çàìêíóòîé îðáèòû ìîæåò íå
òðåáîâàòüñÿ ãðóïïèðóþùåå Â×-ïîëå. Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè òà-
êîé ïó÷îê ôîðìèðóåòñÿ ïîïåðå÷íûìè ôîêóñèðóþùèìè ïîëÿìè, à â
ïðîäîëüíîì � ÷àñòèöû ñâîáîäíî äâèæóòñÿ âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû
ñ óãëîâûìè ÷àñòîòàìè ω0(∆p), ãäå ∆p � îòêëîíåíèå èìïóëüñà ÷àñòè-
öû îò íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîäîëüíûìè êîãåðåíòíûìè
êîëåáàíèÿìè ïó÷êà íàçûâàþò êîëåáàíèÿ åãî ëèíåéíîé ïëîòíîñòè â
ïðîäîëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (∆p, θ = s/R0 = ω0t+ϕ) ïðè ðàâ-
íîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö ïî ôàçàì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.
Òàêèå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ f(∆p, θ, t). Â
ñèëó öèêëè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû ôóíê-
öèÿ f(∆p, θ, t) ïåðèîäè÷íà ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé θ. Ïîýòîìó èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ôóðüå:

f = f0(∆p) +
∑
n ̸=0

fn(∆p, t)e
inθ. (2.1)

Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà îïè-
ñûâàþòñÿ ãàðìîíèêàìè fn(∆p, t).

2.1. Ïó÷îê ìàëîé èíòåíñèâíîñòè

Ýòîò ñëó÷àé ñàìûé ïðîñòîé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ íàõîäèòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Âëàñîâà, çàïèñàííîì â ïðå-
íåáðåæåíèè âîçìîæíîñòè íàâåäåíèÿ ïó÷êîì ïîëåé â îêðóæàþùèõ
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åãî ýëåìåíòàõ âàêóóìíîé êàìåðû íàêîïèòåëÿ. Äëÿ íåñãðóïïèðîâàí-
íîãî ïó÷êà ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

df

dt
=
∂f

∂t
+ ω0(∆p)

∂f

∂θ
= 0. (2.2)

Ñîãëàñíî ýòîìó óðàâíåíèþ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëîì äâèæåíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêèõ èíòåãðàëîâ äâà
� ∆p è θ − ω0(∆p)t. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

f(∆p, θ, t) = f0(∆p, θ − ω0(∆p)t), (2.3)

ãäå f0(∆p, θ) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïîäñòàâèâ (2.3) â óðàâíåíèå (2.1), ïîëó÷èì

f = f00(∆p) +
∑
n ̸=0

f0n(∆p) exp(inθ − inω0(∆p)t). (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (2.2) àìïëèòóäû ïðî-
äîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ìàëîé
èíòåíñèâíîñòè ïîñòîÿííû âî âðåìåíè. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, îáû÷-
íî èçìåðÿþòñÿ íå àìïëèòóäû fn, à àìïëèòóäû ëèíåéíîé ïëîòíîñòè
÷àñòèö ïó÷êà:

ρn(t) = e−iω0t

∫ ∞

−∞
d∆pf0n(∆p) exp(−inω′

0∆pt). (2.5)

Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà (f0n ∝ δ(∆p))
àìïëèòóäû ρn(t), â öåëîì, óìåíüøàþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Õàðàê-
òåðíûé òåìï òàêîãî óáûâàíèÿ îöåíèâàåòñÿ øèðèíîé ðàñïðåäåëåíèÿ
f0n(∆p), ò. å. ðàçáðîñîì èìïóëüñîâ â ïó÷êå. Êîíêðåòíûå çàâèñèìîñòè
âåëè÷èí ρn îò âðåìåíè ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé f0n(∆p). Òàê, â ñëó÷àå ëîðåíöåâà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èìïóëüñîâ

f0n(∆p) =
ρ0n
π

∆

∆p2 +∆2
(2.6)

âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (2.5)

ρn(t) = e−iω0t
ρ0n
π

∫ ∞

−∞
d∆p

∆

∆p2 +∆2
exp(−inω′

0∆pt)
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ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

ρn(t) = ρ0n exp (−inω0t− |n|δωt) . (2.7)

Çäåñü δω = |ω′
0|∆ � ðàçáðîñ ÷àñòîò îáðàùåíèÿ â ïó÷êå. Â ñëó÷àå

ãàóññîâà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ

f0n(∆p) =
ρ0n√
2π∆

exp

(
−∆p2

2∆2

)
(2.8)

� ê âûðàæåíèþ

ρn(t) = ρ0n exp
(
−inω0t− n2δω2t2

)
. (2.9)

Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ

f0n(∆p) =
ρ0n
2∆

{
1, |∆p| ≤ ∆,
0, |∆p| > ∆

(2.10)

� ê âûðàæåíèþ

ρn(t) = ρ0n
sin (nδωt)

nδωt
. (2.11)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â ñèëó êîíå÷íîñòè èíòåðâàëà ÷àñòîò îáðàùåíèÿ,
çàíèìàåìîãî ïó÷êîì (|ω0(∆p)−ω0| ≤ δω), íà÷àëüíîå ðàñêîãåðåí÷èâà-
íèå ïó÷êà ÷åðåç èíòåðâàë âðåìåíè ∆t = π/(|n|δω0) ñìåíÿåòñÿ óâåëè-
÷åíèåì â íåì êîãåðåíòíîñòè äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 3π/(2|n|δω), ïî-
ñëå ÷åãî êîãåðåíòíîñòü â ïó÷êå ñíîâà óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ. Ñ îáùèì
óìåíüøåíèåì àìïëèòóä ρn(t) ñî âðåìåíåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìå-
íû óâåëè÷åíèÿ è óìåíüøåíèÿ êîãåðåíòíîñòè â òàêîì ïó÷êå äëèòñÿ äî
áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèå ïðîöåññû èíîãäà íàçûâàþò ýõîì êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé. Îíè âîîáùå ïðèñóùè ïó÷êàì ñ êîíå÷íûì èíòåðâàëîì çà-
íèìàåìûõ ÷àñòèöàìè ÷àñòîò.

2.2. Ïó÷îê êîíå÷íîé èíòåíñèâíîñòè

Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî è íå-
îõëàæäàåìîãî ïó÷êà êîíå÷íîé èíòåíñèâíîñòè òàêæå îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèåì Âëàñîâà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, èçó÷åííîãî â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, çäåñü ñëåäóåò ó÷åñòü âëèÿíèå íà äâèæåíèå ÷à-
ñòèö ïîëåé, êîòîðûå ïó÷îê íàâîäèò â îêðóæàþùèõ åãî ýëåìåíòàõ
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âàêóóìíîé êàìåðû íàêîïèòåëÿ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå
òîëüêî ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ïó÷êà, êàê è ïðåæäå, äâóìåðíî, à ïîëîæåíèå â íåì ÷àñòèöû îïèñû-
âàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè (∆p è θ). Ó÷èòûâàÿ íàâåäåííûå ïó÷êîì
ïîëÿ, çàìåíèì óðàâíåíèå (2.2) áîëåå îáùèì:

∂f

∂t
+ ω0(∆p)

∂f

∂θ
+ eE(θ, t)

∂f

∂∆p
= 0. (2.12)

Çäåñü e � çàðÿä ÷àñòèöû, à E(θ, t) � òàíãåíöèàëüíàÿ êîìïîíåíòà íà-
âåäåííîãî ïó÷êîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà çàìêíóòîé
îðáèòå â òî÷êå θ. Ïîñêîëüêó ïîëå E(θ, t) çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ
÷àñòèö â ïó÷êå, óðàâíåíèå (2.12) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïîýòîìó âû-
÷èñëåíèå åãî îáùåãî ðåøåíèÿ çàòðóäíåíî. Âìåñòå ñ òåì, íà ïðàêòèêå
ðàñïðîñòðàíåíû ñëó÷àè, êîãäà íàâåäåííûå ïîëÿ ïó÷êà íåâåëèêè 1.
Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ÷àñòî ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü âêëàäàìè â f ÷àñòèö, çàõâà÷åííûõ â ñåïàðàòðèñû, îïðåäåëÿ-
åìûå ïîëåì E(θ, t), à òàêæå âêëàäàìè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè
ãðàíèö ýòèõ ñåïàðàòðèñ. Òîãäà áîëüøèíñòâî ÷àñòèö ïó÷êà, äàþùèõ
îïðåäåëÿþùèå âêëàäû â E(θ, t), ÿâëÿþòñÿ ïðîëåòíûìè, à èñêàæåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî òåîðèè âîçìóùå-
íèé. Òàêîå ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êà ðåàëèçóåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ (2.12) âáëèçè íåêî-
òîðîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïó÷êà, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.
Ïîñêîëüêó â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè íàâåäåííûõ ïîëåé íåò, ïîäñòà-
íîâêà ðàçëîæåíèÿ (2.1) â ëèíåàðèçîâàííîå ïî ãàðìîíèêàì fn óðàâ-
íåíèå (2.12) äàåò

∂fn
∂t

+ inω0(∆p)fn + eEn(t)
∂f0
∂∆p

= 0. (2.13)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïî âðåìåíè. Îïðåäåëèâ

fnω(∆p) =

∫ ∞

0
dteiωtfn(∆p, t), Imω > 0, (2.14)

1 Òî÷íåå, íåâåëèêè èñêàæåíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö, âûçûâàåìûå òàêèìè ïî-

ëÿìè, íàïðèìåð, íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ÷àñòèö ïî

çàìêíóòîé îðáèòå.
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è èñïîëüçóÿ â (2.13)∫ ∞

0
dteiωt

∂fn
∂t

= −fn(∆p, 0)− iωfnω(∆p), (2.15)

à òàêæå, íàïðèìåð, (1.5), ïèøåì

fnω =
ifn (∆p, 0)

∆ωn − nω′
0∆p

− ieEn,ω

∆ωn − nω′
0∆p

∂f0
∂∆p

. (2.16)

Çäåñü ∆ωn = ω − nω0. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (2.13) ìîãóò îïèñûâàòü êàê çàòóõàþùèå, òàê è íàðàñòàþùèå
(íåóñòîé÷èâûå) êîëåáàíèÿ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ àì-
ïëèòóäû íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé óâåëè÷èâàþòñÿ ñî âðåìåíåì íå
áûñòðåå, ÷åì ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå çíà-
÷åíèÿ ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω â óðàâíåíèè (2.15)
è â ïîäîáíûõ åìó óðàâíåíèÿõ äîëæíî ïðåâûøàòü èíêðåìåíò ìàêñè-
ìàëüíî íåóñòîé÷èâîãî êîëåáàíèÿ.

×òîáû èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ êîíêðåòíûõ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïî-
ëåé, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàðìîíèêè En,ω è fnω ñâÿçàíû èìïåäàíñ-
íûì ñîîòíîøåíèåì:

En,ω = −Neω0

Π
Zn(ω)ρnω, (2.17)

ãäå

ρnω =

∫ ∞

−∞
d∆pfnω(∆p) (2.18)

� ãàðìîíèêà ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö ïó÷êà, à Zn(ω) � èìïåäàíñ
ñâÿçè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ñ ýëåìåíòàìè âàêóóìíîé êàìåðû
íàêîïèòåëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, âåëè÷èíà Zn(ω) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé
ôóíêöèåé ÷àñòîòû ω. Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
âçàèìîäåéñòâèå ïó÷êà ñ âàêóóìíîé êàìåðîé íàêîïèòåëÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ðåçîíàíñíûì, à òàêæå, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ìàëûì
ñäâèãàì ÷àñòîò â ñïåêòðå ïó÷êà îòíîñèòåëüíî ãàðìîíèê nω0. Ïî ýòèì
ïðè÷èíàì äàëåå ìû áóäåì çàìåíÿòü òî÷íîå çíà÷åíèå ω â àðãóìåíòå
Zn(ω) ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì nω0 è ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ïèñàòü
Zn(ω) = Zn(nω0) = Zn. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â óðàâíåíèå
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(2.16) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è:

fnω =
ifn (∆p, 0)

∆ωn − nω′
0∆p

+
iNe2ω0Zn

Π

(
∂f0
∂∆p

)
ρnω

∆ωn − nω′
0∆p

, (2.19)

ρn,ω =
ρ
(0)
n,ω

ε(n,∆ωn)
, (2.20)

ãäå

ρ(0)n,ω =

∫ ∞

−∞
d∆p

ifn (∆p, 0)

∆ωn − nω′
0∆p

, (2.21)

ε(n,∆ωn) = 1 +
Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

, (2.22)

à

Ω2
n = n2

Ne2ω0ω
′
0

Π

(
−iZn

n

)
(2.23)

� êâàäðàò (êîìïëåêñíîãî) êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû êîëåáàíèé
ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà.

Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè âû-
÷èñëÿþòñÿ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

fn(∆p, t) = e−inω0t

∫ ∞

−∞

d∆ωn

2π
e−i∆ωntfnω, Im∆ωn > 0,

è

ρn(t) = e−inω0t

∫ ∞

−∞

d∆ωn

2π

e−i∆ωntρ
(0)
n,ω

ε(n,∆ωn)
, Im∆ωn > 0. (2.24)

Ïðè âû÷èñëåíèè òàêèõ èíòåãðàëîâ êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîõî-
äÿò â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωn âûøå ëþáîãî èç êîð-
íåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ε(n,∆ωn) = 0. Ïîäñòàíîâêà â ýòè âû-

ðàæåíèÿ çíà÷åíèé fnω è ρ(0)n,ω èç óðàâíåíèé (2.19) è (2.21) äàåò:

einω0tfn(∆p, t) = fn(∆p, 0) exp(−inω′
0∆pt)−

Ω2
n

nω′
0

(
∂f0
∂∆p

)
(2.25)

×
∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

e−i∆ωnt

(∆ωn − nω′
0∆p)ε(n,∆ωn)

∫ ∞

−∞

d∆p′fn(∆p
′, 0)

∆ωn − nω′
0∆p

′ ,

14



è

e−inω0tρn(t) =

∫ ∞

−∞
d∆pfn (∆p, 0) (2.26)

×
∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

e−i∆ωnt

(∆ωn − nω′
0∆p)ε(n,∆ωn)

.

Èíòåãðàëû ïî ∆ωn â óðàâíåíèÿõ (2.25) è (2.26) âû÷èñëÿþòñÿ çà-
ìûêàíèåì êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïëîñ-
êîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωn è âû÷èñëåíèåì âû÷åòîâ â ïî-
ëþñàõ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (2.19) è
(2.20) ïðîñòûå ïîëþñû ðàñïîëîæåíû íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ∆ωn â
òî÷êàõ ∆ωn = nω′

0∆p, à òàêæå â òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè äèñ-
ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ε(n,∆ωn) = 0. Ïîñëåäíèå îïèñûâàþò âëèÿ-
íèå íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé íà åãî ðàñôàçèðîâêó. Ïîñêîëüêó ïîëî-
æåíèÿ êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì
ïó÷êà â öåëîì, òàêèå ÿâëåíèÿ íàçûâàþò åùå êîëëåêòèâíîé ðåàêöè-
åé ïó÷êà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî âêëàäû êîðíåé äèñ-
ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò âëèÿíèå êîëëåêòèâíîé ðåàêöèè
ïó÷êà íà åãî ðàñôàçèðîâêó.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.22) äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

ε(n,∆ωn) = 0

ìîæåò èìåòü êîðíè êàê â âåðõíåé, òàê è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωn. Íàïðèìåð, ýòî ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîãî ïó÷êà (f0(∆p) = δ(∆p)) è êîìïëåêñíûõ ëèáî îòðè-
öàòåëüíûõ çíà÷åíèé Ω2

n. Êîðíè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îïèñûâàþò
íàðàñòàþùèå, à â íèæíåé � çàòóõàþùèå ñî âðåìåíåì êîãåðåíòíûå
êîëåáàíèÿ. Åñëè êîëåáàíèÿ íåóñòîé÷èâû, òî èõ àìïëèòóäû íàðàñ-
òàþò è âîïðîñ îá îïèñàíèè ðàñôàçèðîâêè òàêîãî ïó÷êà ñ ïîìîùüþ
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Âëàñîâà òåðÿåò ñìûñë. Ïîýòîìó äàëåå
ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èçó÷åíèè ïðîöåññà ðàñôàçèðîâêè ïó÷êà, ïà-
ðàìåòðû êîòîðîãî ëåæàò âíóòðè òàê íàçûâàåìîé ãðàíèöû îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà.

Òàêàÿ ãðàíèöà ñòðîèòñÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Ω2
n,

èçìåíÿÿ â äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè ïàðàìåòð ∆ωn ÷óòü âûøå äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè ∆ωn (∆ωn → ∆ωn + i0). Â ïëîñêîñòè Ω2

n îíà ðàç-
äåëÿåò îáëàñòü, â êîòîðîé íåò íè îäíîãî íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ, è
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îáëàñòü, â êîòîðîé åñòü õîòÿ áû îäíî òàêîå ðåøåíèå. Âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíà ñî ñòàáèëèçàöèåé
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà èõ çàòóõàíèåì Ëàíäàó � çàòóõàíèåì,
êîòîðîå ïðèîáðåòàþò êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà áëàãîäàðÿ èõ ðå-
çîíàíñíîé ñâÿçè ñ äâèæåíèåì îòäåëüíûõ ÷àñòèö ïó÷êà.

Êàê è òåìïû ðàñôàçèðîâêè, øèðèíû òàêèõ îáëàñòåé óñòîé÷è-
âîñòè, â îáùåì ñëó÷àå, ðàñòóò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçáðîñîâ ÷àñòîò â
ïó÷êàõ. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïîñêîëüêó çàòóõà-
íèå Ëàíäàó îáÿçàíî âçàèìîäåéñòâèþ âîëíû è èíäèâèäóàëüíûõ ÷à-
ñòèö ïó÷êà, åãî äåêðåìåíòû âñåãäà çàâèñÿò îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå.
Ýòèì çàòóõàíèå Ëàíäàó ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ÿâëåíèÿ êèíåìà-
òè÷åñêîé ðàñôàçèðîâêè 2.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ âëèÿíèå êîë-
ëåêòèâíîé ðåàêöèè íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà íà åãî ðàñôàçèðîâêó
ïî àçèìóòó θ.

2.2.1. Ëîðåíöåâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ôîðìóëàõ (2.22) ïî (2.26) ñòàíîâèòñÿ
îñîáåííî ïðîñòûì, åñëè â êà÷åñòâå f0 âûáðàòü ðàñïðåäåëåíèå Ëîðåí-
öà:

f0 =
1

π

∆

∆p2 +∆2
,
∂f0
∂∆p

= − 2∆p

∆p2 +∆2
f0. (2.27)

Õîòÿ ýòî ðàñïðåäåëåíèå è íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåøåíèåì êàêîãî-
ëèáî ðàçóìíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, áëàãîäàðÿ óïðîùåíèþ âû-
÷èñëåíèé îíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ ïî êîãåðåíòíûì êîëåáà-
íèÿì ïó÷êîâ äëÿ ãðóáûõ îöåíîê äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó. Ýòî
ñëåäóåò ïîìíèòü ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ è, ñëåäîâàòåëüíî,
îòíîñèòüñÿ ê òàêèì ðàñ÷åòàì ëèøü êàê ê äåìîíñòðàöèîííûì.

2 Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà âåëè÷èíà ε(n,∆ωn) èìååò ïîëþñû

â òî÷êàõ ∆ωn, ïîëîæåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå N . Ïðè

îïèñàíèè áåññòîëêíîâèòåëüíûõ ïðîöåññîâ òàêèå îñîáåííîñòè ε(n,∆ωn) îáû÷íî
ñâÿçàíû ñ íåóäà÷íûì âûáîðîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ

ïó÷êà. Íàïðèìåð, ê òàêîé îñîáåííîñòè ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå f0
ðàñïðåäåëåíèÿ Ëîðåíöà.
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Ïîäñòàâèâ (2.27) â (2.22), ïèøåì

ε(n,∆ωn) = 1 +
Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞
d∆p

∂f0/∂∆p

∆ωn − nω′
0∆p

èëè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ∆p ïî ÷àñòÿì,

ε(n,∆ωn) = 1− Ω2
n

π

∫ ∞

−∞
d∆p

∆

(∆p2 +∆2) (∆ωn − nω′
0∆p)

2

= 1− Ω2
n

(∆ωn + i|n|δω)2
, δω = |ω′

0|∆. (2.28)

Åñëè â äîïîëíåíèå ê (2.27) ïðåäïîëîæèòü òàêæå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
íà÷àëüíûõ ãàðìîíèê fn îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

fn(∆p, 0) =
ρ0n
π

∆

∆p2 +∆2
, (2.29)

òî, ïîäñòàâèâ (2.29) â (2.21), ïîëó÷èì

ρ(0)n,ω =
iρ0n
π

∫ ∞

−∞
d∆p

∆

(∆ωn − nω′
0∆p) (∆p

2 +∆2)

=
iρ0n
π

∫ ∞

−∞
du

1

(1 + u2) (∆ωn − nδωu)

=
iρ0n

(∆ωn + i|n|δω)
.

Ñîáèðàÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèè (2.24), ïîëó÷èì

einω0tρn(t) = ρ0n

∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

(∆ωn + i|n|δω)e−i∆ωnt

(∆ωn + i|n|δω)2 − Ω2
n

= ρ0n exp(−|n|δωt)

(
e−i

√
Ω2

nt

2
+
ei
√

Ω2
nt

2

)
,

èëè
einω0tρn(t) = ρ0n exp(−|n|δωt) cos

(√
Ω2
nt
)
. (2.30)

Ýòà ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ïðîñòîé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω2
n > 0.

Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü â ñëó÷àå äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöû ïîëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé âàêóóìíîé êà-
ìåðå ïðè ýíåðãèÿõ ÷àñòèö ìåíüøèõ êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè íàêîïèòåëÿ
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(αp > 0). Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, â äîïîëíåíèå ê çàòó-
õàíèþ êîëåáàíèé ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ñ äåêðåìåíòàìè |n|δω
êîëëåêòèâíàÿ ðåàêöèÿ ïó÷êà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îñöèëëÿöèé àì-
ïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé

√
Ω2
n. Òàêèå îñöèëëÿöèè

ïðîÿâëÿþòñÿ íà âðåìåíàõ
√

Ω2
nt > 1. Ñïåêòðû êîãåðåíòíûõ êîëåáà-

íèé òàêîãî ïó÷êà ñîñòîÿò èç äâóõ ïèêîâ, ñäâèíóòûõ ïî ÷àñòîòå îò-
íîñèòåëüíî nω0 íà âåëè÷èíû ±

√
Ω2
n. Øèðèíû ýòèõ ïèêîâ ðàâíû äå-

êðåìåíòàì çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé |n|δω. Ïîñêîëüêó äëÿ íèçêî÷àñòîò-
íûõ êîëåáàíèé ïîëÿ ÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

√
Ω2
n ∝ |n|,

ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà ïðîÿâëÿþòñÿ â âèäå âîëí,
áåãóùèõ ïî ïó÷êó (ïèê íà ÷àñòîòå nω0 +

√
Ω2
n) � áûñòðàÿ âîëíà è

ïðîòèâ äâèæåíèÿ ïó÷êà (ïèê íà ÷àñòîòå nω0 −
√

Ω2
n) � ìåäëåííàÿ

âîëíà.
Â ñòàðûõ ðàáîòàõ ïî ïðîäîëüíûì êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì íåñ-

ãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ÷àñòî ââîäèëè îáîçíà÷åíèå

Ω2
n = U − iV. (2.31)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

√
U − iV =

√√
U2 + V 2 + U

2
− i

√√
U2 + V 2 − U

2
,

ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2.30) â âèäå

einω0tρn(t) = ρ0n exp(−|n|δωt)e
iΩt+Λt + e−iΩt−Λt

2
. (2.32)

Çäåñü

Ω =

√√
U2 + V 2 + U

2
(2.33)

� êîãåðåíòíûé ñäâèã ÷àñòîòû, à

Λ =

√√
U2 + V 2 − U

2
. (2.34)

Êàê âèäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé, áûñòðàÿ âîëíà (nω0 + Ω) çàòóõàåò,
à ìåäëåííàÿ (nω0 − Ω) ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâîé ïðè âûïîëíåíèè
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óñëîâèÿ Λ ≥ |n|δω, èëè

V 2 > 4n2δω2
(
n2δω2 + U

)
.

Ïðè âûïîëíåíèè îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà Λ ≤ |n|δω îáå ìîäû êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé çàòóõàþò, à óðàâíåíèå

V = ±2|n|δω
√
n2δω2 + U (2.35)

îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé â
ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Ω2

n. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû âíóò-
ðè ãðàíè÷íîé êðèâîé. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (2.35), âñÿ îáëàñòü
óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðàñïîëîæåíà ïðà-
âåå ïðÿìîé U = −n2δω2, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðîãó íåóñòîé÷èâîñòè
îòðèöàòåëüíîé ìàññû íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà.

Ëþáîïûòíî òàêæå âû÷èñëèòü ñàìè ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (2.25), (2.27) è (2.28), ïèøåì

einω0tfn(∆p, t) = fn(∆p, 0) exp(−inω′
0∆pt) (2.36)

− ρ0n
Ω2
n

nω′
0

(
∂f0
∂∆p

)
S,

ãäå

S =

∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

(∆ωn + i|n|δω)e−i∆ωnt

(∆ωn − nω′
0∆p) ((∆ωn + i|n|δω)2 − Ω2

n)
. (2.37)

Èíòåãðàë ïî ∆ωn â ïðàâîé ÷àñòè (2.37) âû÷èñëÿåòñÿ çàìûêàíèåì
êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé ∆ωn è íàõîæäåíèåì âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ â ïîëþñàõ ∆ωn = nω′

0∆p è ∆ωn = −i|n|δω ±
√

Ω2
n:

S =
nω′

0∆p+ i|n|δω
(nω′

0∆p+ i|n|δω)2 − Ω2
n

exp(−inω′
0∆pt)

− 1

2

(
e−i

√
Ω2

nt−|n|δωt

nω′
0∆p+ i|n|δω −

√
Ω2
n

+
ei
√

Ω2
nt−|n|δωt

nω′
0∆p+ i|n|δω +

√
Ω2
n

)
.
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (2.36), ïîëó÷èì

einω0tfn(∆p, t) = fn(∆p, 0) exp(−inω′
0∆pt)−

Ω2
n

nω′
0

(2.38)

×
(
∂f0
∂∆p

)
(nω′

0∆p+ i|n|δω) exp(−inω′
0∆pt)

(nω′
0∆p+ i|n|δω)2 − Ω2

n

+
Ω2
n

2nω′
0

(
∂f0
∂∆p

)(
e−i

√
Ω2

nt−|n|δωt

nω′
0∆p+ i|n|δω −

√
Ω2
n

+
ei
√

Ω2
nt−|n|δωt

nω′
0∆p+ i|n|δω +

√
Ω2
n

)
.

Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ îïè-
ñûâàþò âëèÿíèå êîëëåêòèâíûõ ïîëåé ïó÷êà íà åãî ðàñôàçèðîâêó.
Òðåòüå ñëàãàåìîå çàòóõàåò ñî âðåìåíåì, åñëè ïàðàìåòðû ïó÷êà íà-
õîäÿòñÿ âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Àìïëèòóäà âòîðî-
ãî ñëàãàåìîãî íå çàòóõàåò âîîáùå. Ïîýòîìó íà áîëüøèõ âðåìåíàõ
(t ≫ 1/(|n|δω − Λ), ãäå Λ îïðåäåëåíî â (2.34)), àìïëèòóäû ãàðìîíèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fn(∆p, t) ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëûõ ñëàãàåìûõ îòëè÷íû îò ñâîèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé fn (∆p, 0)
íà âåëè÷èíó (δfn = fn(∆p, t)− fn(∆p, 0)):

einω0tδfn(∆p, t) ≃ −ρ0n
Ω2
n

nω′
0

(
∂f0
∂∆p

)
(2.39)

× (nω′
0∆p+ i|n|δω) exp(−inω′

0∆pt)

(nω′
0∆p+ i|n|δω)2 − Ω2

n

.

Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ íàâåäåííûå ïó÷êîì ïîëÿ (è ãàðìîíèêè ρn(t))
â òàêîì ñîñòîÿíèè ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, ÷èòàòåëü ëåãêî ìîæåò
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî øèðèíû ãàðìîíèê fn(∆p, t) ñ ýêñïîíåíöèàëü-
íîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ∆. Ïîýòîìó ôîðìóëà (2.39) îïèñûâàåò
òå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ
â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íà ÷àñòèöû íàâåäåííûõ ïîëåé â ïðåäøåñòâó-
þùèå ìîìåíòû âðåìåíè. ×àñòèöû äâèæóòñÿ â ýòèõ ïîëÿõ êàê âî
âíåøíèõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà îòðàæàþò
âûïîëíåíèå òåîðåìû Ëèóâèëÿ. Îá îòëè÷èÿõ ãàðìîíèê fn(∆p, t) îò
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ñâîèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ìîæíî ñóäèòü ïî âåëè÷èíå (ðèñ. 1)

lim
t→∞

∣∣∣∣fn(∆p, t)− fn(∆p, 0)

fn(∆p, 0)

∣∣∣∣ = 2|ζn||u|√
1 + u2 |((u+ i)2 − ζn)|

, (2.40)

ãäå

ζn =
Ω2
n

n2δω2
, u =

∆p

∆
. (2.41)

0 2 4 6 8 10
0.0

0.1

0.2

0.3
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0.6

0.7

|δ
f n,

fi
n/f

n,
in
|

∆p/∆

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ê èõ íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ
(δfn,fin = fn(∆p,∞) − fn(∆p, 0)) îò èìïóëüñà ÷àñòèö (∆p/∆). Ëîðåíöå-
âî ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì, âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè,
ñâåðõó âíèç ζn = 1, 0.5, 0.25 è 0.1

2.2.2. Ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ

Äëÿ ïó÷êà ñ ïðÿìîóãîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ

f0(∆p) =
1

2∆

{
1, |∆p| ≤ ∆,
0, |∆p| > ∆

(2.42)

è ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíûõ ãàðìîíèê fn(∆p, t) ñîãëàñíî (2.10) èìå-
åì

∂f0
∂∆p

=
1

2∆
δ (∆p+∆)− 1

2∆
δ (∆p−∆) (2.43)
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è ñîîòâåòñòâåííî

ε = 1− Ω2
n

∆ω2
n − (nω′

0∆)2
. (2.44)

Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

ρn(t)

ρ0n
=
e−inω0t

2∆

∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

(
∆ω2

n − (nω′
0∆)2

)
e−i∆ωnt(

∆ω2
n − (nω′

0∆)2 − Ω2
n

)
×
∫ ∆

−∆

d∆p

∆ωn − nω′
0∆p

, Im∆ωn > 0,

èëè

einω0tρn(t)

ρ0n
=
ζn exp

(
−iz

√
ζn + 1

)
4
√
ζn + 1

∫ 1

−1

du(√
ζn + 1− u

) (2.45)

+
ζn exp

(
iz
√
ζn + 1

)
4
√
ζn + 1

∫ 1

−1

du(√
ζn + 1 + u

)
+

1

2

∫ 1

−1
du

u2 − 1

u2 − 1− ζn
exp (−izu) .

Çäåñü

ζn =
Ω2
n

(nω′
0∆)2

, z = tnω′
0∆. (2.46)

Èñïîëüçóÿ
u2 − 1

u2 − 1− ζn
= 1− ζn

1 + ζn − u2
,

1

1 + ζn − u2
=

1

2
√
ζn + 1

(
1√

ζn + 1− u
+

1√
ζn + 1 + u

)
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è âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì

einω0tρn(t)

ρ0n
=

sin z

z
(2.47)

+
ζn

2
√
ζn + 1

cos
(
z
√
ζn + 1

)
ln

√
ζn + 1 + 1√
ζn + 1− 1

− ζn

2
√
ζn + 1

∫ 1

0

cos (zu)√
ζn + 1− u

du

− ζn

2
√
ζn + 1

∫ 1

0

cos (zu)√
ζn + 1 + u

du.

Åñëè âëèÿíèå êîëëåêòèâíûõ ïîëåé ïó÷êà ìàëî (|ζn| ≪ 1), òî ãàð-
ìîíèêè ρn(t) â ýòîì âûðàæåíèè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò âû÷èñëåííûõ
ïî ôîðìóëå (2.11). Äëÿ ïó÷êà ñ ñèëüíîé êîëëåêòèâíîé ðåàêöèåé
(|ζn| ≫ 1) ðàçëîæåíèå âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (2.47) ïî ñòåïå-
íÿì 1/

√
ζn + 1 äàåò:

ln

√
ζn + 1 + 1√
ζn + 1− 1

≃ 2√
ζn + 1

+
2

3

1(√
ζn + 1

)3 , ζn ≫ 1,

è ñîîòâåòñòâåííî

einω0t ρn(t)

ρ0n
≃ sin z

z
+

ζn
ζn + 1

cos
(
z
√
ζn + 1

)(
1 +

1

3 (ζn + 1)

)
− ζn

(ζn + 1)

∫ 1

0

(
1 +

u2

ζn + 1

)
cos (zu) du,

èëè

einω0tρn(t)

ρ0n
=

ζn
ζn + 1

cos
(
z
√
ζn + 1

)(
1 +

1

3 (ζn + 1)

)
(2.48)

− 1

(ζn + 1)2
sin z

z
− 2ζn

z (ζn + 1)2

(
sin z

z
− cos z

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå êîãåðåíòíûé ñèãíàë ïó÷êà íå çàòóõàåò íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ (|z| ≫ 1). Íåçàòóõàíèå ñèãíàëà ïó÷êà îáóñëîâëåíî îòñóò-
ñòâèåì õâîñòîâ ó ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèö.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòñóòñòâóåò è çàòóõàíèå Ëàíäàó ïðîäîëüíûõ
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êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. ×èòàòåëü ìîæåò ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàæå
íåáîëüøîå ðàçìûòèå ãðàíèöû â ðàñïðåäåëåíèè ïî èìïóëüñàì ïðèâå-
äåò ê ïîÿâëåíèþ çàòóõàíèÿ êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà. Ñîîòâåòñòâóþùèå
äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ Ëàíäàó áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ øèðèíîé ðàçìû-
òèÿ ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî èìïóëüñàì.

2.2.3. Ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñîâ

Äëÿ íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà ñ ðàñïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ

f0(∆p) =
1√
2π∆

exp

(
−∆p2

2∆2

)
(2.49)

è ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíûõ ãàðìîíèê fn(∆p, 0) ñîãëàñíî

fn(∆p, 0) =
ρ0n√
2π∆

exp

(
−∆p2

2∆2

)
(2.50)

ïèøåì (u = ∆p/∆)

ε(n,∆ωn) = 1− Ω2
n

nω′
0∆

1√
2π

∫ ∞

−∞
du

u exp
(
−u2/2

)
∆ωn − (nω′

0∆)u
, (2.51)

èëè

ε(n,∆ωn) = 1 + ζn − ζn∆ωn
1√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2

)
∆ωn − (nω′

0∆)u
. (2.52)

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêè

1

b
= −i

∫ ∞

0
dseibs, Imb > 0,

è

yn =
∆ωn

|n|δω
, δω = |ω′

0|∆,
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ïåðåïèøåì èíòåãðàë ïî u â ïðàâîé ÷àñòè (2.52) â ñëåäóþùåì âèäå:

S =
∆ωn√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2

)
∆ωn − (nω′

0∆)u

= −i∆ωn√
2π

∫ ∞

0
dseis∆ωn

∫ ∞

−∞
exp

(
−u

2

2
− i
(
nω′

0∆
)
su

)
du

= −iyn
∫ ∞

0
exp

(
−s

2

2
+ isyn

)
ds.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (2.52) äàåò

ε(n, yn) = 1 + ζn + iζnyn

√
π

2
e−

1
2
y2n

(
1 + erf

(
iyn√
2

))
, (2.53)

ãäå

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
dte−t2 (2.54)

� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷à-
ñòè (2.53) âû÷èñëÿëîñü â ïðåäïîëîæåíèè Imyn > 0, îíî îïðåäåëÿåò
àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ yn âî âñåé ïëîñêîñòè ýòîé êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãàðìîíèê ρn(t) çäåñü óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé (2.26), êîòîðàÿ â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå (Imyn > 0)

einω0tρn(t) = ρ0n
1√
2π

∫ ∞

−∞
du exp

(
−u

2

2

)
(2.55)

×
∫ ∞

−∞

dyn
−2πi

e−izyn

(yn − au) ε(n, yn)
,

ãäå z = |n|δωt, à a = nω′
0/|nω′

0|. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðà-
æåíèå äîëæíî âû÷èñëÿòüñÿ âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ñîãëàñíî (2.53) äëÿ ïó÷êà ñ ãàóññîâûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì èìïóëüñîâ ïîëîæåíèå òàêîé ãðàíèöû â ïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζn îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

ζn = − 1

1 + i
√
π/2yne−y2n/2

(
1 + erf

(
iyn/

√
2
)) , Imyn = 0. (2.56)
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Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.55) âû÷èñëÿåò-
ñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî yn â íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü yn è âû÷èñëåíèåì âû÷åòîâ â ïðîñòûõ ïîëþñàõ yn = au è
ε(n, yn) = 0. Ñ ó÷åòîì (2.53) ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü çàïèñàí â âè-
äå:

einω0t ρn(t)

ρ0n
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2 − izau
)

ε(n, au)
+Rn(z)

èëè, ÷òî òî æå,

einω0t
ρn(t)

ρ0n
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2 − izu
)

ε(n, u)
+Rn(z), (2.57)

ãäå ôóíêöèÿ Rn(z) îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì ïîëþñîâ â òî÷êàõ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ êîðíÿìè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ε(n, yn) = 0.

Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ρn(t) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â äâóõ
ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Â ïåðâîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëëåêòèâíàÿ
ðåàêöèÿ ïó÷êà ìàëà íàñòîëüêî, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ζn| ≪ 1.
Òîãäà â èíòåãðàëå ïî u â ôîðìóëå (2.57) ìîæíî ïîëîæèòü ε(n, u) ≃ 1.
Îñòàâøååñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî u äàåò ãàóññîâó ôóíêöèþ z:

einω0t ρn(t)

ρ0n
= e−z2/2 +Rn(z).

Êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàþòñÿ â âè-
äå yn = x− ig è âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèÿõ g ≫ 1 è g ≫ |x|. Â
òàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè erf(iyn/

√
2)

âåëèêè. Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì

erf

(
iyn√
2

)
≃ 1−

√
2

π

1 + y2n
iy3n

exp

(
y2n
2

)
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (2.53), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå äèñïåð-
ñèîííîå óðàâíåíèå

ε(n, yn) ≃ 1− ζn
y2n

+ iyn
√
2πζne

− 1
2
y2n = 0. (2.58)
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Â îáëàñòè |ζn| ≪ 1 è ñîîòâåòñòâåííî g ≫ 1, g ≫ |x| ïðè ðåøåíèè
ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïóñòèòü ñëàãàåìîå ζn/y2n. Â ðåçóëüòàòå äèñ-
ïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1 + iyn
√
2πζne

− 1
2
y2n = 0,

èëè

g
√
2π|ζn| exp

(
g2

2
+ igx+ i arg ζn

)
= −1. (2.59)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì êîãåðåíòíûå ñäâèãè ÷àñòîòû êîëëåê-
òèâíûõ ìîä

xk =
2πk + π − arg ζn

g
, k = 0,±1,±2, . . . , (2.60)

è äåêðåìåíòû èõ çàòóõàíèÿ:

g2 = ln
1

2π|ζn|2g2
. (2.61)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü ãðàôè÷åñêè, èëè ìåòîäîì èòå-
ðàöèé. Òàê, ðåçóëüòàò ïåðâûõ òðåõ èòåðàöèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

g2 ≃ g2t = − ln

(
2π|ζn|2 ln

(
1

2π|ζn|2
− ln

1

2π|ζn|2

))
. (2.62)

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè èñïîëü-
çîâàíèå èòåðàöèîííîé ôîðìóëû (2.62) ïðèâîäèò ê îòíîñèòåëüíîé
îøèáêå âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòîâ, íå ïðåâûøàþùåé 6 % â äèàïàçîíå
10−6 ≤ |ζn| ≤ 0.2. Ïðè ýòîì àáñîëþòíûå âåëè÷èíû äåêðåìåíòîâ çà-
òóõàíèÿ Ëàíäàó ïðåâûøàþò âåëè÷èíó |n|δω íå áîëåå, ÷åì â 5 ðàç
(ðèñ. 3). Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîðíåé
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ óñëîâèÿ g ≫ 1 è g ≫ |xk| îêàçûâàþòñÿ
âûïîëíåííûìè ëèøü äëÿ ìîäû k = 0 è äëÿ çíà÷åíèé |ζn| âáëèçè íèæ-
íåé ãðàíèöû èçìåíåíèé ýòîé ïåðåìåííîé, ïîêàçàííûõ, íàïðèìåð, íà
ðèñ. 2 è 3. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèå âõîäÿùåé â ôîðìóëó (2.57)
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ζ
n

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé îøèáêè âû÷èñëåíèÿ äåêðåìåíòà çàòó-
õàíèÿ Ëàíäàó 1−gt/g îò ζn. Âåëè÷èíà g âû÷èñëÿëàñü ÷èñëåííûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (2.61)

ôóíêöèè Rn(z) äàåò

Rn(z) = exp

(
−gz − iz

π − arg ζn
g

)

× 1√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2

)
(
−ig + π−arg ζn

g − u
)(

dε
dyn

)
yn=−ig

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ïîëþñå

dε

dyn
= i

√
2πζn

(
1− y2n

)
e−

1
2
y2n

= −
(
1− y2n

)
yn

≃ i
g2 + 1

g
≃ ig,

è ïðåíåáðåãàÿ â Rn(z) ñëàãàåìûìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè áîëåå âûñî-
êèì ñòåïåíÿì 1/g, ïèøåì

Rn(z) = − 1

g2
exp

(
−gz − iz

π − arg ζn
g

)
. (2.63)
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ïðîäîëüíûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè îò ζn

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (2.57) äàåò

einω0tρn(t)

ρ0n
≃ exp

(
−z

2

2

)
− 1

g2
exp

(
−gz − iz

π − arg ζn
g

)
. (2.64)

Èç-çà áûñòðîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè exp
(
−z2/2

)
âêëàä êîëëåêòèâíîé

ðåàêöèè ïó÷êà äàæå ìàëîé èíòåíñèâíîñòè â åãî êîãåðåíòíûé ñèã-
íàë ìîæåò îêàçàòüñÿ îïðåäåëÿþùèì íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (z > 2g).
Ïðàâäà, ñàì êîãåðåíòíûé ñèãíàë ïó÷êà â ýòîé îáëàñòè êðàéíå ìàë.

Â îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûõ òîêîâ ïó÷êà èíòåðôåðåíöèÿ
ìîä ñ ðàâíûìè äåêðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ Ëàíäàó, íî ñ îòëè÷àþùè-
ìèñÿ êîãåðåíòíûìè ñäâèãàìè ÷àñòîòû xk, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýõà
â êîãåðåíòíîì ñèãíàëå. Òàê, åñëè â ôîðìóëå (2.60) ïîëîæèòü, ÷òî
âåëè÷èíà g îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà g ≫ |xk| äëÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ìîä (|k| ≤ K, (g/2π) > K ≫ 1), òî èíòåð-
ôåðåíöèÿ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðè òàêîé èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà, ÷òî

|ζn| ≪
exp

(
−2π2K2

)
(2π)3/2K

. (2.65)
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Ïðîñòîé ðàñ÷åò (K ≫ 1)

Rn(z) = ρ0n
1

ig
√
2π

∫ ∞

−∞
du exp

(
−u

2

2

)
×

K∑
k=−K

exp (−gz − ixkz)

xk − u+ ig

≃ −
exp

(
−gz − iz π−arg ζn

g

)
g2

∞∑
k=−∞

exp
(
−i2πzg k

)
1− i2πk

g2

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

Rn(z) ≃ − exp

(
−gz − iz

π − arg ζn
g

)
(2.66)

×
(

1

2π
− exp (−gδz)

)
, 0 ≤ δz ≤ g,

ãäå âåëè÷èíà δz âû÷èñëÿåòñÿ íà îòðåçêàõmg ≤ z ≤ (m+1)g ñîãëàñíî
ïðàâèëó δz = z −mg, m � ÷èñëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà.

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ âòîðîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðà-
ìåòðû ïó÷êà òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |ζn| ≫ 1. Ïîñêîëü-
êó â çàäà÷àõ î ðàñôàçèðîâêàõ ïàðàìåòðû ïó÷êîâ äîëæíû íàõîäèòüñÿ
âíóòðè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, îäíî-
âðåìåííî ñ óñëîâèåì |ζn| ≫ 1 ñëåäóåò òàêæå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé Reζn > 0 è |Reζn| ≫ |Imζn|. Â òàêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà õîðîøî îïðåäåëåíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ êîëëåêòèâíûõ ìîä ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàþò èõ äåêðåìåíòû. Îïðåäåëèâ ñíîâà â äèñïåðñèîííîì óðàâíå-
íèè (2.58) yn = x − ig è ïîëîæèâ g ≪ |x|, ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå
â âèäå

x2 − ζn − 2igx+ i
√
2πζnx

3e−
1
2
x2

= 0,

èëè (Reζn > 0)

x2 = Reζn, (2.67)

2gx =
√
2πRe(ζn)x

3e−
1
2
x2 − Imζn. (2.68)
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Îòñþäà íàõîäèì

x = ±
√

Reζn, g =

√
π

2
(Re(ζn))

2 exp

(
−Reζ

2

)
∓ Imζn

2
√
Reζn

. (2.69)

Àìïëèòóäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå
(2.57). Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó

einω0tρn(t)

ρ0n
≃ G(z)

ζn
+ e−gz cos

(
z
√

Reζn

)
, (2.70)

ãäå

G(z) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
du

exp
(
−u2

2 − iuz
)

1 + 1
ζn

+ iu
√

π
2 e

− 1
2
u2
(
1 + erf

(
iu√
2

)) . (2.71)

Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ è ãðàôèêè íà ðèñ. 4 ÿñíî ïîêàçûâàþò, ÷òî

0 1 2 3 4
-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

4

3

2 1

G
(z

)

z

Ðèñ. 4. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ôîðì-ôàêòîðà G(z) îò âðåìåíè (z) è îò âå-
ëè÷èíû êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû (ζn, ñïëîøíûå ëèíèè). Ïóíêòèðíàÿ

êðèâàÿ ïîêàçûâàåò çàòóõàíèå ñèãíàëà ïî ãàóññîâó çàêîíó (e−z2/2). Êðèâàÿ
1: ζn = 1, 2: ζn = 4, 3: ζn = 9 è 4: ζn = 16

â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå |ζn| ≫ 1, êîëëåêòèâíàÿ ðåàêöèÿ ïó÷êà
ïîäàâëÿåò â êîãåðåíòíîì ñèãíàëå âêëàä êèíåìàòè÷åñêîé ðàñôàçè-
ðîâêè. Ñîãëàñíî (2.70) ãëàâíûé âêëàä â êîãåðåíòíûé ñèãíàë çäåñü
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âíîñèò ðàñïðîñòðàíåíèå ïî ïó÷êó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Äåêðå-
ìåíòû çàòóõàíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âåëè÷èíîé êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû (íàïðèìåð, â ôîðìóëå
(2.69)).

3. Ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ ðàñôàçèðîâêè, êîòîðûå ïðîÿâëÿ-
þòñÿ ïðè âîçáóæäåíèè â ïó÷êå ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
×àùå âñåãî íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ ñâÿçàíà ñ ïî-
ïûòêàìè ïðåäñêàçàíèÿ èëè îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ýêñïå-
ðèìåíòîâ, â êîòîðûõ íà÷àëüíûå ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ
èíèöèèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî êîðîòêèì óäàðîì â âåðòèêàëüíîì, èëè â
ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
÷àñòèöû ïó÷êà èñïûòûâàþò óäàð îäíîé è òîé æå âåëè÷èíû, à îòêëî-
íÿþùåå óñòðîéñòâî òàêîâî, ÷òî ñàì óäàð ñîñðåäîòî÷åí, ñêàæåì, íà
àçèìóòå θ = 0. Òîãäà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, ïðîøåäøèõ íà
çàäàííîì îáîðîòå ýòîò àçèìóò, ñìåùàþòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
â íàïðàâëåíèè py èëè px íà çàäàííóþ âåëè÷èíó, ñêàæåì, ∆. Åñëè áû
÷àñòîòû îáðàùåíèÿ è áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö áûëè áû îäè-
íàêîâû, òî â ïîñëåäóþùèå âðåìåíà ïó÷îê áû ñîâåðøàë ïîïåðå÷íûå
êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íî äîëãî. Ðàçáðîñû æå ÷àñòîò ïðè-
âîäÿò ê ðàñôàçèðîâêå êîëåáàíèé â ïó÷êå è ê çàòóõàíèþ êîãåðåíòíîãî
ñèãíàëà.

Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñãëàæåííîé
ôîêóñèðîâêè. Òîãäà â íåñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå êîëåáàíèÿ îòäåëü-
íûõ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè

y = ay cosψy, py = −pνy0
R0

ay sinψy, ψ̇y = ω0(∆p)νy, (3.1)

x = ax cosψx, px = −pνy0
R0

ax sinψx, ψ̇x = ω0(∆p)νx,

θ = ω0t+ ϕ, ϕ̇ = ω′
0∆p,

d∆p

dt
= 0.
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Êàê è ïðåæäå, ∆p = p− p0, ãäå p0 � íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå èì-
ïóëüñà ÷àñòèö â ïó÷êå, νy0 è νx0 � áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû áåòàòðîí-
íûõ êîëåáàíèé, âû÷èñëåííûå äëÿ ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêè êîëüöà è
äëÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p0. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé ax,y ñâÿçàíû ñ
ïåðåìåííûìè äåéñòâèÿ ýòèõ êîëåáàíèé ñîîòíîøåíèÿìè

Iy =
pνy0a

2
y

2R0
, Ix =

pνx0a
2
x

2R0
. (3.2)

Ôîðìóëû (3.1) è (3.2) îñóùåñòâëÿþò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ê
ïåðåìåííûì äåéñòâèå-ôàçà íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö. Ïðè
ýòîì ïåðåìåííûå äåéñòâèå Iy,x, à òàêæå ïåðåìåííàÿ ∆p ñîõðàíÿþòñÿ.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óäàð ïî ïó÷êó íàíîñèòñÿ íà òîì æå àçèìóòå,
íà êîòîðîì íàáëþäàþòñÿ êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû
òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè íàêîïè-
òåëÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíî íóëþ.

3.1. Êîëåáàíèÿ ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè

Àìïëèòóäû ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà ìàëîé èí-
òåíñèâíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïðåíåáðåãàÿ èõ èçìåíåíèÿìè ïîä äåéñòâè-
åì íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ (2.2). Òà-
êèå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îñîáåííî ïðîñòûìè, åñëè â êà÷åñòâå êî-
îðäèíàò ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå
äåéñòâèå-óãîë íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì âìåñòî (2.1) ïè-
øåì

f(Iy, Iy,∆p, ψy, ψx, θ, t) = f0(Iy, Iy,∆p) +
∞∑

n=−∞
einθ (3.3)

×
∑

my ,mx ̸=0

fm,n(Iy, Iy,∆p, t) exp(imyψy + imxψx),

à âìåñòî (2.2)

∂f

∂t
+ ω0(∆p)

∂f

∂θ
+ ωy(Iy, Ix,∆p)

∂f

∂ψy
+ ωx(Iy, Ix,∆p)

∂f

∂ψx
= 0. (3.4)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ,
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

f = fin (Iy, Iy,∆p, ψy − ωyt, ψx − ωxt, θ − ω0(∆p)t) . (3.5)

Íóëåâàÿ ãàðìîíèêà f îïèñûâàåò ïó÷îê áåç êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
Îíà íå çàâèñèò îò ôàç êîëåáàíèé è àçèìóòà. Îñòàëüíûå ãàðìîíèêè
â (3.3) îïèñûâàþò êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ðàçëè÷íîé ìóëüòèïîëüíî-
ñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïó÷êà. Íîìåð n îïèñûâàåò àçèìóòàëü-
íóþ ìîäóëÿöèþ àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïðîäîëüíûå êîãå-
ðåíòíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ,
ñîîòâåòñòâóþò íàáîðó my = mx = 0. Ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëå-
áàíèÿ îïèñûâàþòñÿ íàáîðàìè ãàðìîíèê, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî èç
÷èñåë my èëè mx íå ðàâíû íóëþ. Íàáîð |my| + |mx| = 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò äèïîëüíûì êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì ïó÷êà. Ýòè êîëåáàíèÿ
îäíîìåðíûå. Îíè ñîâåðøàþòñÿ ëèøü â âåðòèêàëüíîé èëè ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè. Êâàäðóïîëüíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò íàáîðó |my|+ |mx| = 2. Îíè ìîãóò ñîâåðøàòüñÿ â âåðòèêàëü-
íîé èëè ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ äâîéíîé ÷àñòîòîé áåòàòðîííûõ
êîëåáàíèé, ëèáî îäíîâðåìåííî â îáåèõ ïëîñêîñòÿõ ñ ÷àñòîòîé ðàâíîé
ñóììå èëè ðàçíîñòè ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Ñîãëàñíî (3.3),
âîîáùå, âîçìîæíû ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ìóëüòèïîëüíîñòè.

Ìû êîíêðåòèçèðóåì ïîñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
äî óäàðà ÷àñòèöû â ïó÷êå áûëè ðàñïðåäåëåíû ïî ãàóññîâó çàêîíó

f =
1

(2π)7/2 I0yI0xpσp
exp

(
− Iy
I0y

− Ix
I0x

− ∆p2

2p2σ2p

)
, (3.6)

à òàêæå, ÷òî óäàð ïðîèçâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè ñ àìïëèòóäîé ∆y. Ïîñêîëüêó âñå ÷àñòèöû ïó÷êà èñïûòûâàþò
óäàð ðàâíîé àìïëèòóäû, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïîñëå óäàðà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f =
1

(2π)7/2 I0yI0xpσp
exp

(
−Iy(py +∆y)

I0y
− Ix
I0x

− ∆p2

2p2σ2p

)
. (3.7)

Ñîãëàñíî (3.1) è (3.2) ïèøåì

Iy(py) =
pνy0
2R0

y2 +
R0

2pν0y
p2y,
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èëè

Iy(py +∆y) = Iy(py) +
R0∆

2
y

2pν0y
−∆yay sinψy. (3.8)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (3.7) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.5), íà-
õîäèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà ïîñëå óäàðà

f =
exp

(
− Iy

I0y
− Ix

I0x
− ∆p2

2p2σ2
p
− R0∆2

y

2pν0yI0y

)
(2π)7/2 I0yI0xpσp

(3.9)

× exp

(
∆yay sin(ψy − ωyt)

I0y

)
.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âñå ÷àñòèöû ïó÷êà, ïðîõîäÿ êîð-
ðåêòîð, ïîëó÷àþò îäèí è òîò æå óäàð, òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò ëèøü îäíó àçèìóòàëüíóþ ãàðìîíèêó ñ n = 0 è îäíó ãàðìî-
íèêó ôàç ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé ñ mx = 0. Ãàðìîíèêè æå ôàç
âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè
Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà Imy(z):

Amy =

∫ 2π

0

dψy

2π
exp

(
∆yay sinψy

I0y
− imyψy

)
= Jmy

(
−i∆yay sinψy

I0y

)
= (−i)my Imy

(
∆yay
I0y

)
.

Ó÷èòûâàÿ ýòî è îïðåäåëèâ

χ =
R0∆

2
y

2pν0yI0y
=
βav
2ϵy

∆2
y

p2
, (3.10)

ãäå βav = R0/ν0y, I0y = pϵy, à ϵy � âåðòèêàëüíûé ýìèòòàíñ, êîòîðûé
ïó÷îê èìåë äî óäàðà, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ðàçëîæåíèå (3.3) â âèäå

f =
exp

(
− Iy

I0y
− Ix

I0x
− ∆p2

2p2σ2
p
− χ

)
√
2πI0yI0xpσp

I0

(
2

√
χ
Iy
I0y

)
(3.11)

+
exp

(
− Iy

I0y
− Ix

I0x
− ∆p2

2p2σ2
p
− χ

)
√
2πI0yI0xpσp

∞∑
my=−∞

I|my |

(
2

√
χ
Iy
I0y

)

× exp
(
imy

(
ψy − ωyt−

π

2

))
.
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Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f . Íàèáîëåå ÷àñòî â ýêñïåðèìåí-
òàõ ñ óäàðîì ïó÷êà èçìåðÿåòñÿ äèïîëüíûé ìîìåíò â íàïðàâëåíèè
óäàðà: 3

dy =

∫ ∞

0
dIxdIy

∫ ∞

−∞
d∆p

∫ 2π

0
dψxdψy

∫ 2π

0
dθyf. (3.12)

Ïîäñòàâèâ ñþäà ðàçëîæåíèå (3.11) è èñïîëüçóÿ (3.1), ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà:

dy(t) = −
∫ ∞

−∞

d∆p√
2πpσp

exp

(
− ∆p2

2p2σ2p
− χ

)∫ ∞

0

dIx
I0x

e−Ix/I0x (3.13)

×
∫ ∞

0

dIy
I0y

√
2R0Iy
pνy0

e−Iy/I0yI1

(
2

√
χ
Iy
I0y

)
sin(ωyt).

Åñëè ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö ïó÷êà îäèíàêîâû, òî
ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ âåðòèêàëüíîãî
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà. Çàòóõàíèå êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñòàíî-
âèòñÿ âîçìîæíûì çà ñ÷åò ðàçáðîñîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé ÷àñòèö. Êàê
óæå ãîâîðèëîñü, ÷àñòîòû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ìîãóò îòëè÷àòü-
ñÿ èç-çà çàâèñèìîñòè îò èìïóëüñà ÷àñòèö, ëèáî çà ñ÷åò âîçìóùåíèé
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, íàïðèìåð, îêòóïîëüíîé íåëèíåéíî-
ñòüþ ôîêóñèðîâêè íàêîïèòåëÿ. Îáà ýòè ñëó÷àÿ ìîæíî îïèñàòü âû-
ðàæåíèåì

ωy = ω0νy0 + ω0 (νy0αp + ξy)
∆p

p
+ ω0 (aIy − bIx) , (3.14)

ãäå âåëè÷èíà ξy = (∂νy/∂ ln∆p) íàçûâàåòñÿ õðîìàòèçìîì âåðòèêàëü-
íûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, à ïîñòîÿííûå a è b çàäàþò âêëàäû â ωy

3 Â ðåàëüíûõ ìàøèíàõ âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå áåòàòðîííûå êîëåáà-

íèÿ ÷àñòèö âñåãäà ñâÿçàíû. Èç-çà ýòîãî, íàïðèìåð, óäàð â âåðòèêàëüíîì íàïðàâ-

ëåíèè âîçáóæäàåò òàêæå è ãîðèçîíòàëüíûå áåòàòðîííûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ.

Èçìåðåíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé, ïîìèìî ïðî÷åãî, ïîçâîëÿþò èçìåðèòü êîýôôèöèåíò

ñâÿçè êîëåáàíèé.
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îêòóïîëüíûõ ïîëåé ôîêóñèðîâêè (âû÷èñëåíèå ýòèõ âåëè÷èí îïèñà-
íî, íàïðèìåð, â [3] 4). Ïîäñòàâèâ (3.14) â ôîðìóëó (3.13) è îïðåäåëèâ
θ = ω0t, ïîëó÷èì

dy(θ) = −R0∆y

pνy0
ImD(θ), (3.15)

ãäå

D(θ) = eiνy0θ
∫ ∞

0
dx exp (−x (1 + iθδνyx)) (3.16)

×
∫ ∞

−∞

du√
2π

exp

(
−u

2

2
+ iuθ (νy0αp + ξy)σp

)
× e−χ

√
χ

∫ ∞

0
dy

√
yI1 (2

√
χy) exp (−y(1− iθδνyy)) ,

à δνyy = aI0y, δνyx = bI0x � ïàðöèàëüíûå ðàçáðîñû áåçðàçìåðíûõ
÷àñòîò âåðòèêàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé çà ñ÷åò îêòóïîëüíûõ
ïîëåé. Â âûðàæåíèè (3.16) èíòåãðàë

S =
1
√
χ

∫ ∞

0
dy

√
yI1 (2

√
χy) exp (−y(1− iθδνyy))

âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè I1(z) â ñòåïåí-
íîé ðÿä:

I1(2
√
χy) =

√
χy

∞∑
k=0

(χy)k

k! (k + 1)!
.

Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

S =

∞∑
k=0

χk

k! (k + 1)!

∫ ∞

0
dyyk+1 exp (−y(1− iθδνyy))

=
1

(1− iθδνyy)2

∞∑
k=0

χk

k! (k + 1)!

(k + 1)!

(1− iθδνyy)k
,

4 Åñëè ãîâîðèòü òî÷íåå è íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ïåðâûìè ïðèáëèæåíèÿìè òåîðèè

âîçìóùåíèé, òî â ïîñòîÿííûå a è b òàêæå âíîñÿò âêëàäû ñåêñòóïîëè è äðóãèå

ìóëüòèïîëè ôîêóñèðóþùèõ ïîëåé
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èëè

S =
1

(1− iθδνyy)2
exp

(
χ

1− iθδνyy

)
. (3.17)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (3.16) è âû÷èñëèâ îñòàâøèåñÿ èíòåãðà-
ëû, ïîëó÷èì

D(θ) =
1

(1− iθδνyy)2 (1 + iθδνyx)
exp

(
iνy0θ + χ

iθδνyy
(1− iθδνyy)

)
× exp

(
−
θ2σ2p (νy0αp + ξy)

2

2

)
,

èëè

D(θ) =
exp (iνy0θ + iδϕy(θ))

(1 + (θδνyy)2)
√

1 + (θδνyx)2
(3.18)

× exp

(
−χ (θδνyy)

2

1 + (θδνyy)2

)
× exp

(
−
θ2σ2p (νy0αp + ξy)

2

2

)
,

ãäå

δϕy(θ) = χ
θδνyy

1 + (θδνyy)2
− arctan(θδνyx) + 2 arctan(θδνyy). (3.19)

Â íàêîïèòåëÿõ ñ æåñòêîé ôîêóñèðîâêîé ÷àñòî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|ξy| ≫ νy0αp.

Îíî ïîçâîëÿåò åùå áîëåå óïðîñòèòü ôîðìóëó (3.18), íàïèñàâ

D(θ) =
exp (iνy0θ + iδϕy(θ))

(1 + (θδνyy)2)
√

1 + (θδνyx)2
(3.20)

× exp

(
−χ (θδνyy)

2

1 + (θδνyy)2
−
θ2σ2pξ

2
y

2

)
.
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (3.15), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

dy(θ) = −R0∆y

pνy0

sin (νy0θ + δϕy(θ))

(1 + (θδνyy)2)
√

1 + (θδνyx)2
(3.21)

× exp

(
−χ (θδνyy)

2

1 + (θδνyy)2
−
θ2σ2pξ

2
y

2

)
.

Âèäíî, ÷òî ðàçáðîñû ÷àñòîò áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ïðèâîäÿò ê çà-
òóõàíèþ êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà ïó÷êà è ê ìîäóëÿöèè ôàçû ýòîãî ñèã-
íàëà. Ïðè ýòîì íà ìàëûõ âðåìåíàõ (θδνyy ≪ 1) äåéñòâèå îêòóïîëü-
íûõ ïîëåé ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïî ãàóññîâó
çàêîíó:

dy(θ) ≃ −R0∆y

pνy0
sin (νy0θ + δϕy(θ)) exp

(
−χ(θδνyy)

2

2
−
θ2σ2pξ

2
y

2

)
,

(3.22)
à ìîäóëÿöèÿ ôàçû

δϕy(θ) = (χδνyy + 2δνyy − δνyx) θ

ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ ñäâèãà ÷àñòîòû êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà îòíîñè-
òåëüíî ÷àñòîòû νy0 íà âåëè÷èíó

∆νy = χδνyy + 2δνyy − δνyx. (3.23)

Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò àìïëèòóäû óäàðà ∆y è îò ñèëû îêòóïîëü-
íûõ ïîëåé. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (θδνyy ≫ 1) ãàóññîâî çàòóõàíèå êî-
ãåðåíòíîãî ñèãíàëà ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü çà ñ÷åò õðîìàòè÷åñêîé ðàñôà-
çèðîâêè áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé, à âêëàäû îêòóïîëüíûõ ïîëåé ïðè-
âîäÿò ê óáûâàíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïî ñòåïåííîìó çàêîíó:

dy(θ) ≃ −R0∆y

pνy0

sin (νy0θ + δϕy(θ))

(1 + (θδνyy)2)
√

1 + (θδνyx)2
(3.24)

× exp

(
−χ−

θ2σ2pξ
2
y

2

)
.
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Ïðè ýòîì (θδνyy ≫ 1, θδνyx ≫ 1)

δϕy(θ) ≃
χ

θδνyy
+
π

2
. (3.25)

Çàìåíà ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ â ïó÷êå íà ëþáîå äðóãîå
î÷åâèäíûì îáðàçîì ìåíÿåò çàâèñèìîñòü äèïîëüíîãî ìîìåíòà îò âðå-
ìåíè (ñì. (3.16)). Òàê, â ñëó÷àå ëîðåíöåâà ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâî
çàòóõàíèå â ôîðìóëå (3.21) ìåíÿåòñÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíîå, â ñëó÷àå
ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (2.42), ëèáî ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ðàçðûâàìè, çàòóõàíèå àìïëèòóäû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ åãî ýõîì.

3.2. Äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà

êîíå÷íîé èíòåíñèâíîñòè

Äåéñòâèå íà ÷àñòèöû íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ìîæåò èçìåíèòü
õàðàêòåð çàòóõàíèÿ åãî ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïî-
ñêîëüêó çà÷àñòóþ ïó÷îê íàâîäèò ïîëÿ â äèññèïàòèâíûõ ýëåìåíòàõ
âàêóóìíîé êàìåðû, âçàèìîäåéñòâèå ñ íàâåäåííûìè ïîëÿìè ìîæåò
ïðèâîäèòü ê íåóñòîé÷èâîñòè åãî ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé. Çàòóõàíèå Ëàíäàó íåóñòîé÷èâûõ êîãåðåíòíûõ ìîä óñòàíàâëè-
âàåò ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïó÷êà. Â ýòîé ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ öåëåñîîáðàçíûì òðåáîâàíèå
òîãî, ÷òîáû ïàðàìåòðû ïó÷êà íàõîäèëèñü áû âíóòðè ãðàíèöû îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè åãî êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.

3.2.1. Ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìû óïðîñòèì âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî óäàð èíèöèèðóåò â
ïó÷êå ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ, äîïóñêàþùèå èõ
îïèñàíèå ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì Âëàñîâà 5. Ïóñòü, íàïðèìåð,
Fy � âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñèëû, ñ êîòîðîé íàâåäåííûå ïîëÿ äåé-
ñòâóþò íà ÷àñòèöû ïó÷êà. Òîãäà ñîãëàñíî [2] (èëè, [1]) ëèíåàðèçî-
âàííîå óðàâíåíèå Âëàñîâà, çàïèñàííîå â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-ôàçà

5 Íàïîìíèì, ÷òî ìàëîñòü êîëåáàíèé â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäïîëàãàåò ëèøü

ìàëîñòü êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ νx0 è νy0, îíè
íå äîëæíû ïðåâîñõîäèòü ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ðàáîòàþùåãî ìàøèííîãî

íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà.
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íåâîçìóùåííûõ êîëåáàíèé è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà óñðåä-
íåíèé, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàçëîæåíèè (3.3):

∂fmn

∂t
+ iωmnfmn +

(
∂y

∂ψy
Fy

)
mn

∂f0
∂Iy

= 0. (3.26)

Çäåñü ñèìâîë (. . .) îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì,
à ωmn = nω0(∆p) + myωy . Åñëè ñèëà Fy çàâèñèò îò êîîðäèíàò ÷à-
ñòèö ïî êàêîìó-ëèáî íåëèíåéíîìó çàêîíó, òî âûïèñàííîå óðàâíåíèå
îïèñûâàåò âåðòèêàëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà ïðîèçâîëü-
íîé ìóëüòèïîëüíîñòè. Â ïðèáëèæåíèè ñãëàæåííîé ôîêóñèðîâêè è
äëÿ äèïîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (mx = 0, my = ±1) óðàâíå-
íèå (3.26) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂fmn

∂t
+ iωmnfmn +

(
∂y

∂ψy

)
my

(Fy)n
∂f0
∂Iy

= 0,

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (
∂y

∂ψy

)
my

= imy

√
IyR0

2pνy0
,

â âèäå

∂fmn

∂t
+ iωmnfmn + imy

√
IyR0

2pνy0
(Fy)n

∂f0
∂Iy

= 0. (3.27)

Òàêîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî
âðåìåíè. Îïðåäåëèâ

fmn(ω) =

∫ ∞

0
dteiωtfmn(t), Imω > 0,

ïèøåì

(ω − ωmn)fmn(ω) = if (0)mn(I) +my

√
IyR0

2pνy0
(Fy)n (ω)

∂f0
∂Iy

, (3.28)

ãäå f (0)mn(I) � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ãàðìîíèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïó÷êà. ×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé íàâåäåííûõ ïó÷êîì
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ïîëåé, ìû ïðèìåì ïðåäñòàâëåíèå (Fy)n (ω), èñïîëüçóþùåå ïîíÿòèå
ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà ñâÿçè (Z⊥

n (ω)) ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè åãî
ýëåêòðîäàìè. Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (2.17), ïðåäïîëàãàÿ íåðåçî-
íàíñíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ïó÷êà ñ îêðóæàþùèìè ýëåêòðîäàìè (ñì.,
íàïðèìåð, â [1]), ïèøåì

(Fy)n (ω) = −Ne
2ω0Z

⊥
n (myωy0 + nω0)

Π
(3.29)

×
∫ ∞

0
dIx

∫ ∞

0
dIy

√
IyR0

2pνy0

∫ ∞

−∞
d∆pfmn(ω).

Â ýòîé ôîðìóëå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìïåäàíñ Z⊥
n (ω) ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîé

ôóíêöèåé ÷àñòîòû ω, äîïóñêàþùåé çàìåíó òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ω åãî
ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì ω ≃ ω0(myνy0 + n). Â áîëåå îáùåì ïëàíå
(íàïðèìåð, â [2]), ïîíÿòèå ïîïåðå÷íîãî èìïåäàíñà ñâÿçè ïó÷êà àäåê-
âàòíî îïèñûâàåò òó ÷àñòü ïîëåé ïó÷êà, êîòîðûå íàâîäÿòñÿ â îêðó-
æàþùèõ ýëåêòðîäàõ åãî ïðîäîëüíûì äâèæåíèåì. Ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãàðìîíèêè âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ òîêà ïðîïîðöèîíàëüíû
ïðîèçâåäåíèþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà è ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà, êàê
ýòî îòðàæåíî â ôîðìóëå (3.29). Ïðè îáñóæäåíèè ïðîäîëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ïîäîáíûìè (ïðîäîëüíû-
ìè) íàâåäåííûìè ïîëÿìè (íàïðèìåð, â ôîðìóëå (2.17)). Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî àíàëîãèÿ ôîðìóë (3.29) è (2.17) íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ôîð-
ìàëüíîé. Âû÷èñëåíèå íàâåäåííûõ ïîëåé ïó÷êà â òåðìèíàõ ôóíêöèé
Ãðèíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî â
óñëîâèÿõ äîìèíàíòíîñòè ïðîäîëüíûõ òîêîâ ïó÷êà â íàâåäåííûõ èì
ïîëÿõ âåëè÷èíû Zn(ω) â ôîðìóëå (2.17) è Z⊥

n (ω) â ôîðìóëå (3.29)
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (òåîðåìà Ïàíîôñêîãî - Âåíöåëÿ):

Z⊥
n (ω) =

−iv
ω

(
∂2

∂y∂y′
Zn(y, y

′, ω)

)
r⊥=0

, (3.30)

ãäå ñèìâîë (X)r⊥=0 îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû X íà çàìêíóòîé
îðáèòå. Äëÿ ó÷àñòêîâ âàêóóìíîé êàìåðû, ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ êîòî-
ðûõ áëèçêè ê êðóãîâîìó, îöåíêà â (3.30) ïðîèçâîäíûõ ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ïîçâîëÿåò íàïèñàòü

Z⊥
n (ω) ≃ v

l2⊥

(
−iZn(ω)

ω

)
. (3.31)
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Çäåñü l⊥ � ðàäèóñ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàìåðû, à ôóíêöèÿ Zn(ω)
âû÷èñëÿåòñÿ íà çàìêíóòîé îðáèòå.

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñåé îáîçíà÷èì I ≡ {Ix, Iy,∆p}. Òîãäà ïîäñòà-
íîâêà âûðàæåíèÿ (3.29) â óðàâíåíèå (3.28) äàåò

fmn(ω) =
if

(0)
mn(I)

(ω − ωmn)
− myNe

2ω0Z
⊥
n (myωy0 + nω0)

Π(ω − ωmn)
(3.32)

×∂f0
∂Iy

√
IyR0

2pνy0

∫ ∞

0
dI ′x

∫ ∞

0
dI ′y

√
I ′yR0

2pνy0

∫ ∞

−∞
d∆p′fmn(ω).

Îáîçíà÷èâ

Ωmn = my
Ne2ω0Z

⊥
n (myωy0 + nω0)

4πpνy0
, (3.33)

ïåðåïèøåì fmn â âèäå

fmn(ω) =
if

(0)
mn(I)

(ω − ωmn)
− Ωmn

ω − ωmn

√
Iy
∂f0
∂Iy

Cmn(ω). (3.34)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (3.32), íàéäåì

Cmn(ω) =
1

εmn(ω)

∫ ∞

0
dIxdIy

√
Iy

∫ ∞

−∞
d∆p

if
(0)
mn(I)

(ω − ωmn)
, (3.35)

ãäå

εmn(ω) = 1 + Ωmn

∫ ∞

−∞
d∆p

∫ ∞

0
dIxdIy

Iy
∂f0
∂Iy

ω − ωmn
. (3.36)

Âåëè÷èíà Ωmn ðàâíà êîãåðåíòíîìó ñäâèãó ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷å-
ñêîãî íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé îò âðåìåíè âû÷èñëÿþòñÿ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

fmn(I, t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtfmn(ω), Imω > 0. (3.37)
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3.2.2. Äèïîëüíûé ìîìåíò ïó÷êà ïîñëå óäàðà

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ êîëëåê-
òèâíîé ðåàêöèè ïó÷êà íà çàâèñèìîñòè åãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà îò
âðåìåíè â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïîïåðå÷íûì óäàðîì ïó÷êà, îïèñàííîì â
ðàçäåëå 3.1. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.11) ñðàçó ïîñëå óäàðà ãàðìîíèêè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû:

f0 =
exp

(
− Iy

I0y
− Ix

I0x
− ∆p2

2p2σ2
p
− χ

)
√
2πI0yI0xpσp

I0

(
2

√
χ
Iy
I0y

)
(3.38)

è (mx = 0, my = ±1, n = 0)

f
(0)
0,±1,0(I) = ∓i

exp
(
− Iy

I0y
− Ix

I0x
− ∆p2

2p2σ2
p
− χ

)
√
2πI0yI0xpσp

I1

(
2

√
χ
Iy
I0y

)
. (3.39)

Ïî óñëîâèÿì ôîðìèðîâàíèÿ óäàðà ïó÷êà îñòàëüíûå àçèìóòàëüíûå
ãàðìîíèêè f (0)(I) ðàâíû íóëþ. Äàëåå, ïèøåì

dy =

∫ ∞

0
dIxdIy

√
IyR0

2pνy0

∫ ∞

−∞
d∆p(f0,1,0(I, t) + f0,−1,0(I, t))

=

∫ ∞

0
dIxdIy

√
2IyR0

pνy0

∫ ∞

−∞
d∆pRef0,1,0(I, t),

èëè, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.37), (3.34) è (3.35),

dy = Re

{∫ ∞

−∞

dω

−2πi
e−iωt

∫ ∞

0
dIx

∫ ∞

−∞
d∆p

×
∫ ∞

0
dIy

√
2IyR0

pνy0

f
(0)
0,1,0(I)

(ω − ωy)

}

+Re

{∫ ∞

−∞

dω

−2πi
e−iωt

(
1

ε0,1,0(ω)
− 1

)
×
∫ ∞

0
dIx

∫ ∞

−∞
d∆p

∫ ∞

0
dIy

√
2IyR0

pνy0

f
(0)
0,1,0(I)

(ω − ωy)

}
.
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Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

dy =

√
2R0

pνy0
Re

{∫ ∞

0
dIx

∫ ∞

−∞
d∆p

∫ ∞

0
dIy
√
Iyf

(0)
0,1,0(I) (3.40)

×
∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

(ω − ωy)ε0,1,0(ω)

}
,

ãäå

ε0,1,0(ω) = 1 + Ω0,1,0

∫ ∞

−∞
d∆p

∫ ∞

0
dIxdIy

Iy
∂f0
∂Iy

ω − ωy
, Imω > 0. (3.41)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â ýòè
ôîðìóëû ãàðìîíèêè f0 è f

(0)
0,±1,0(I) èç (3.38), (3.39) è âûïîëíèòü íåîá-

õîäèìûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ (3.10), ïèøåì

dy =
R0∆y

pνy0

∫ ∞

−∞

due−u2/2

√
2π

∫ ∞

0
dxe−x

∫ ∞

0
dy

√
y

χ
e−y−χ (3.42)

× I1 (2
√
χy) Im

∫ ∞

−∞

dω

−2πi

e−iωt

(ω − ωy)ε0,1,0(ω)
.

Â ýòîì âûðàæåíèè èíòåãðàë ïî ω âû÷èñëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîíòóðà
èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
ω è âû÷èñëåíèåì âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïðîñòûõ
ïîëþñàõ ω = ωy è ε0,1,0(ω) = 0. Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (2.57) ðå-
çóëüòàò ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

dy =
R0∆y

pνy0

∫ ∞

−∞

due−u2/2

√
2π

∫ ∞

0
dxe−x (3.43)

×
∫ ∞

0
dy

√
y

χ
e−y−χI1 (2

√
χy) Im

e−iωyt

ε0,1,0(ωy)
+Ry,
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ãäå ôóíêöèÿ Ry îïèñûâàåò âêëàäû êîëëåêòèâíûõ ìîä â äèïîëüíûé
ìîìåíò ïó÷êà:

Ry =
R0∆y

pνy0

∫ ∞

−∞

due−u2/2

√
2π

∫ ∞

0
dxe−x

∫ ∞

0
dy

√
y

χ
e−y−χ (3.44)

× I1(2
√
χy)Im

e−iωrt

(ωr − ωy)
(
∂ε0,1,0(ω)

∂ω

)
ω=ωr

.

Çäåñü ωr � êîðåíü äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

ε0,1,0(ωr) = 0. (3.45)

Åñëè äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò íåñêîëüêî êîðíåé, òî â ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû (3.44) ñëåäóåò ó÷åñòü âêëàäû âñåõ ýòèõ êîðíåé.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (3.43) õàðàêòåð çàâèñèìîñòè äèïîëüíîãî
ìîìåíòà ïó÷êà ïîñëå óäàðà è âëèÿíèÿ íà ýòó çàâèñèìîñòü êîëëåê-
òèâíîé ðåàêöèè ïó÷êà, â îáùåì ñëó÷àå, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
âåëè÷èí êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû (|Ωmn|) è ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàçáðîñà ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö (δω). Åñëè ÷èñëî
÷àñòèö â ïó÷êå ìàëî (|Ωmn| ≪ δω), òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü â ïåðâîì
ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (3.43) ε0,1,0(ωy) = 1. Òîãäà, îïðåäåëÿÿ, íà-
ïðèìåð, ωy ðàçëîæåíèåì (3.14), ìû ïîëó÷èì â êà÷åñòâå âêëàäà ýòîãî
ñëàãàåìîãî âûðàæåíèå (3.21). Âêëàä æå êîëëåêòèâíîé ðåàêöèè ïó÷-
êà â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ çàòóõàíèåì Ëàíäàó êîëëåêòèâíûõ
ìîä. Êàê ìû óæå âèäåëè â ðàçäåëå (2.2.3.), â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ,
ãäå |Ωmn| ≪ δω, âåëè÷èíû äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ Ëàíäàó, âîîáùå
ãîâîðÿ, ïðåâûøàþò ðàçáðîñ ÷àñòîò â ïó÷êå (δω). Ïðè÷åì ýòî ïðåâû-
øåíèå òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå òîê ïó÷êà (÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå
|Ωmn|/δω). Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ôîðìóëà (3.21)
áóäåò ïðàâèëüíî îïèñûâàòü çàòóõàíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà íåñãðóï-
ïèðîâàííîãî ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè íà îòðåçêàõ âðåìåíè, êîòî-
ðûå äîñòàòî÷íî óäàëåíû îò ìîìåíòà óäàðà (δωt ≥ 1). Îïèñàíèå æå
íà÷àëüíîãî çàòóõàíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà äàæå äëÿ ïó÷êîâ ìàëîé
èíòåíñèâíîñòè òðåáóåò ó÷åòà çàòóõàíèÿ Ëàíäàó ìîä ïó÷êà.

Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äèïîëüíîãî ìîìåíòà â ïó÷êå áîëüøîé
èíòåíñèâíîñòè (|Ωmn| ≫ δω) ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ âêëàäàìè
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åãî êîëëåêòèâíûõ ïîëåé. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.43) ýòè ïîëÿ çàìåò-
íî ïîäàâëÿþò âêëàäû â äèïîëüíûé ìîìåíò îò êèíåìàòè÷åñêîé ðàñ-
ôàçèðîâêè ïó÷êà. ×àñòîòû ìîäóëÿöèé êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà áóäóò
îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíàìè èñòèííîãî êîãåðåíòíîãî ñäâèãà ÷àñòîòû
äèïîëüíîé ìîäû ïó÷êà (Reωr), à ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ àìïëèòóä
êîëåáàíèé äèïîëüíîãî ìîìåíòà � äåêðåìåíòàìè çàòóõàíèÿ Ëàíäàó
(−Imωr). Íàïîìíèì, ÷òî ýòè äåêðåìåíòû òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå
ïàðàìåòðû ïó÷êà ê ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êî-
ëåáàíèé ïó÷êà.

3.2.3. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ

êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé

Êàê ìû óæå çíàåì, óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî èçìåíèòü ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé åãî êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé. Ïîýòîìó ïîëåçíî îáñóäèòü îñîáåííîñòè äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ
ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà, èñïûòàâøåãî óäàð â ïî-
ïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â òàêîì
ïó÷êå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (3.38). Ïðàâàÿ ÷àñòü â
ýòîì âûðàæåíèè ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóä
ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö, èëè îòêëîíåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòè-
öû îò åãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ â ïó÷êå. Ìîíîòîííîñòü æå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÷àñòèö ïî àìïëèòóäàì âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé çàâèñèò îò
àìïëèòóäû óäàðà χ. Ñîãëàñíî (3.38) ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî îïðå-
äåëèòü âûðàæåíèåì

Φ(Iy) =
exp

(
− Iy

I0y
− χ

)
I0y

I0

(
2

√
χ
Iy
I0y

)
. (3.46)

Îíî ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè Iy > 0, åñëè àì-
ïëèòóäà óäàðà βav∆2

y/(2p
2) ïðåâûøàåò âåðòèêàëüíûé ýìèòòàíñ ïó÷-

êà χ > 1 (ðèñ. 5). Êàê èçâåñòíî, â òàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå äèñïåðñè-
îííûõ óðàâíåíèé ìîæåò ïðåäñêàçûâàòü àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíàêå êîãåðåíòíîãî ñäâèãà
÷àñòîòû ReΩ0,±1,0.

Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé ïó÷êà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (3.38) ñòðîèòñÿ èçìåíåíèåì â
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíîé −I0ydΦ/dIy îò äåéñòâèÿ Iy. Ñâåðõó âíèç
ïðè Iy = I0y çíà÷åíèÿ χ ðàâíû 0.5, 0.9, 1.1 è 2

äèñïåðñèîííîì óðàâíåíèè ïåðåìåííîé ω ÷óòü âûøå åå äåéñòâèòåëü-
íîé îñè. Äëÿ ìîäû (0, 1, 0) ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.14), (3.38) è (3.41)
ïèøåì

1 =
Ω0,1,0

ω0

∫ ∞

0

dIx
I0x

e−Ix/I0x

∫ ∞

−∞

d∆p√
2πpσp

exp

(
− ∆p2

2p2σ2p

)
× e−χ

∫ ∞

0

dIy
I20y

Iye
−Iy/I0y

×

(
I0

(
2
√
χ

Iy
I0y

)
−
√

χI0y
Iy
I1

(
2
√
χ

Iy
I0y

))
∆νm − ξy(∆p/p)− aIy + bIx + i0

,

èëè

1 =
Ω0,1,0

ω0

∫ ∞

−∞

du√
2π
e−u2/2

∫ ∞

0
dxe−x (3.47)

× e−χ

∫ ∞

0
dy
ye−y

(
I0
(
2
√
χy
)
−
√

χ
y I1

(
2
√
χy
))

∆νm − ξyσpu− δνyyy + δνyxx+ i0
,

ãäå ∆νm = (ω/ω0)− ν0y, à

Ω0,1,0 = my
Ne2ω0Z

⊥
n (myωy0)

4πpνy0
. (3.48)
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Óðàâíåíèå (3.47) ôîðìàëüíî óïðîùàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè [1]

g(w) =

∫ ∞

−∞

du√
2π
e−u2/2

∫ ∞

−∞
dzδ(w − ξyσpu− z)g1(z) (3.49)

è

g1(z) = e−χ

∫ ∞

0
dxe−x

∫ ∞

0
dyye−yδ(z − δνyyy + δνyxx) (3.50)

×
(
I0 (2

√
χy)−

√
χ

y
I1 (2

√
χy)

)
,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü (3.47) â âèäå

1 =
Ω0,1,0

ω0

∫ ∞

−∞
dw

g(w)

∆νm − w + i0
. (3.51)

Âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû ôóíêöèè g(w) è g1(z), ïî îïðåäåëåíèþ,
íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó:∫ ∞

−∞
dwg(w) =

∫ ∞

−∞
dzg1(z) = 1. (3.52)

Îíè îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â
ïó÷êå, à òàêæå îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ êîëëåêòèâíû-
ìè ìîäàìè ïó÷êà. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèñòåìà-
òè÷åñêèì îáìåíîì ýíåðãèåé ÷àñòèö è ìîä, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ ïðè
ñîâïàäåíèè ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ôàçîâîé ñêî-
ðîñòüþ ìîäû. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçáðîñ ÷àñòîò â ïó÷êå èìååò ïðî-
åêöèþ íà íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîäû (â íàøåì ñëó÷àå ýòî
ðàçáðîñ δνyy), âîçìîæíîñòü íàáîðà ýíåðãèè ìîäû è åå ïîòåðè çàâè-
ñèò îò ðàçíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö, îïåðåæàþùèõ ìîäó, è ÷àñòèö, îòñòàþ-
ùèõ îò ýòîé ìîäû. Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö, îïåðåæàþùèõ ìîäó, ïðåâûøà-
åò ÷èñëî ìåäëåííûõ ÷àñòèö, òî ýíåðãèÿ ìîäû ïåðåäàåòñÿ ÷àñòèöàì,
âûçûâàÿ çàòóõàíèå Ëàíäàó ìîäû. Â îáðàòíîì ñëó÷àå îáìåí ýíåðãè-
åé ÷àñòèö è ìîäû ïðèâîäèò ê åå àíòèçàòóõàíèþ Ëàíäàó. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèè g(w) è g1(z) îïèñûâàþò è ýòè ïðîöåññû, îíè ìîãóò ïðèíè-
ìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïî ýòèì
ïðè÷èíàì ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè g(w) è g1(z) ýôôåêòèâíûìè
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ðàñïðåäåëåíèÿìè ÷àñòîò â ïó÷êå. Îíè ïðîïîðöèîíàëüíû èñòèííûì
ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò ïó÷êà äëÿ ìîíîòîííî ñïàäàþùèõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Õîòÿ âûðàæåíèÿ äëÿ g(w) è g1(z) ñàìè ïî ñåáå äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íû è îáùèå âû÷èñëåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (èëè êîðíåé
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (3.51) äîâîëüíî
òðóäîåìêè, îíè ïîçâîëÿþò ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåòû äëÿ
íåñêîëüêèõ âàæíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, âêëàäû
îêòóïîëüíûõ ïîëåé â ðàçáðîñ ÷àñòîò ïó÷êà ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ âêëàäîì õðîìàòèçìà. Òîãäà ìû ìîæåì ïðîñòî ïîëîæèòü
â (3.50) δνyy = δνyx = 0. Â òàêîì ñëó÷àå g1(z) = δ(z),

g(w) =
1√

2π|ξy|σp
exp

(
− w2

2ξ2yσ
2
p

)
, (3.53)

à äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ïó÷êà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (3.51) ñ
ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòîò

1 =
Ω0,1,0

ω0|ξy|σp

∫ ∞

−∞

dw

∆νm − w + i0
exp

(
− w2

2ξ2yσ
2
p

)
. (3.54)

Îíè õîðîøî èçâåñòíû (íàïðèìåð, [1]) èëè ëåãêî ìîãóò áûòü íàéäåíû
÷èòàòåëåì â êà÷åñòâå òðåíèðîâî÷íîé çàäà÷è.

Ìû îáñóäèì ïîäðîáíåå äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà, íàîáî-
ðîò, âêëàäû îêòóïîëüíûõ ïîëåé â ðàçáðîñ ÷àñòîò â ïó÷êå äîìèíè-
ðóþò. Ïîëîæèâ â (3.49) ξy = 0 è âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå â (3.49),
ïèøåì

1 =
Ω0,1,0

ω0

∫ ∞

−∞
dz

g1(z)

∆νm − z + i0
. (3.55)

Äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà òàêîãî ïó÷êà çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ïàð-
öèàëüíûõ ðàçáðîñîâ ÷àñòîò δνyy è δνyx. Òàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
|δνyx| ≫ |δνyy| (ïðèìåðíî ðàâíûå β-ôóíêöèè âåðòèêàëüíûõ è ãîðè-
çîíòàëüíûõ êîëåáàíèé è âûòÿíóòîå â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè
ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé â ïó÷êå), òî íåçàâèñèìî îò àì-
ïëèòóäû óäàðà

g1(z) =

∫ ∞

0
dxe−xδ(z + δνyxx). (3.56)
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Âû÷èñëåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ òàêîãî ïó÷êà òàêæå
îïèñàíû â [1].

Íàêîíåö, åñëè |δνyx| ≪ |δνyy|, òî, ïîëàãàÿ δνyx = 0, ïîëó÷èì

g1(z) =

∫ ∞

0
dyye−χ−yδ(z − δνyyy)

(
I0(2

√
χy)−

√
χ

y
I1(2

√
χy)

)
.

(3.57)
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì δνyy > 0. Òîãäà g1(z) = 0, åñëè z < 0, è

g1(z) =
z

δν2yy
exp

(
−χ− z

δνyy

)
(3.58)

×

(
I0

(
2

√
χz

δνyy

)
−
√
δνyyχ

z
I1

(
2

√
χz

δνyy

))
, z > 0.

Òàêîå ýôôåêòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò ôàêòè÷åñêè ïîêàçàíî íà
ðèñ. 5. Åãî ôîðìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò àìïëèòóäû óäàðà χ. Â îá-
ëàñòè χ ≤ 1 ýòî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àìïëèòóäàì âåðòèêàëüíûõ êîëå-
áàíèé, êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì y. Â îáëàñòè æå
χ > 1 â ðàñïðåäåëåíèè ïî àìïëèòóäàì âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïî-
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóì ïðè íåêîòîðîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû
y = y0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì íà ó÷àñòêå ÷àñòîò z ≤ δνyyy0 ôóíêöèÿ
g1 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ýòî ïîëîæåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è
ïðè äðóãèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðöèàëüíûìè ðàçáðîñàìè ÷àñòîò
(δνyy è δνyx; íàïðèìåð, ðèñ. 6).

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ g1(z) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (íàïðè-
ìåð, δνyy > 0, δνyx > 0)

g1(z) =
δνyx
δν2t

exp

(
z

δνyx
− δνyy

δνt
χ

) (
1− δνyy

δνt
χ

)
, z < 0, (3.59)

g1(z) = exp

(
−χ− z

δνyy

)
δνyx
δν2t

∫ ∞

q
ye−yI0 (2

√
χ1y) dy (3.60)

− exp

(
z

δνyx
− χ

) √
χ1

δνt

∫ ∞

q

√
ye−yI1 (2

√
χ1y) dy, z > 0,
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ôîðìû ýôôåêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò â ïó÷êå
g1(z) îò z è àìïëèòóäû óäàðà ïó÷êà. Ïàðöèàëüíûå ðàçáðîñû ÷àñòîò ðàâíû
(δνyy = δνyx = 1); ñëåâà íà ïðàâî χ = 0, 1, 2, 3 è 4

ãäå δνt = δνyy + δνyx, χ1 = χδνyx/δνt, à

q = z
δνt

δνyxδνyy
= z

(
1

δνyy
+

1

δνyx

)
. (3.61)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþ-
ùèõ èçìåíåíèå ôîðìû ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû óäàðà, ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî ýôôåêòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò â ïó÷êå îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (3.58). Îïðåäåëèâ

ζ =
Ω0,1,0

ω0δνyy
, zm =

∆νm
δνyy

(3.62)

è y = z/δνyy, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.55) â âèäå

1 = ζG(zm), (3.63)

ãäå

G(zm) =

∫ ∞

0
dy

g1(y)

zm − y + i0
. (3.64)

52



Ñîãëàñíî ýòîìó óðàâíåíèþ ImG(zm) = 0, åñëè zm < 0. Â òî÷êå zm = 0
èìååì

G(0) = −
∫ ∞

0
dy
g1(y)

y
− iπg1(0),

èëè

G(0) = −e−χ

∫ ∞

0
e−y

(
I0 (2

√
χy)−

√
χ

y
I1 (2

√
χy)

)
dy = −e−χ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè zm ≤ 0 ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
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Ðèñ. 7. Èçìåíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ
êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû óäàðà ïó÷êà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
χ = 0, îêðóæíîñòè � χ = 1.5. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íûõ
êðèâûõ

ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì îñè Reζ, íà êîòîðîì Reζ ≤ −eχ. Ïîëîæåíèå
ãðàíèöû â îáëàñòè zm > 0 íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì â
(3.64). Åñëè àìïëèòóäà óäàðà íåâåëèêà (χ ≤ 1), òî ãðàíèöà áëèçêà
ê òîé, ÷òî íàõîäèòñÿ ïðè χ = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7). Óâåëè-
÷åíèå àìïëèòóäû óäàðà ïó÷êà â îáëàñòü χ > 1 (ïó÷îê ñìåùàåòñÿ â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áîëüøå, ÷åì íà åãî ðàçìåð äî óäàðà) ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ ìàêñèìóìà ó ðàñïðåäåëåíèÿ (3.46) è âîçìîæíîñòè
àíòèçàòóõàíèÿ Ëàíäàó ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðè-
ìåð, îêðóæíîñòè íà ðèñ. 7). Ïðè ýòîì øèðèíû îáëàñòåé, â êîòî-
ðûõ êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû, íåñêîëüêî óâåëè÷èâàþòñÿ.
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Íà äèàãðàììå óñòîé÷èâîñòè àíòèçàòóõàíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñìåùåíèè
ãðàíè÷íîé êðèâîé â ïîëóïëîñêîñòü Imζ < 0. Íà ðèñ. 7 (îêðóæíîñòè)
ýòà îáëàñòü ðàñïîëîæåíà íà îòðåçêå −4.37 ≤ Reζ ≤ −2.35 (ýòî ðå-
çóëüòàò ïðîñëåæèâàíèÿ òî÷åê íà ãðàôèêå). Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
àìïëèòóäû óäàðà ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ îáëàñòè àíòèçàòóõàíèÿ
êîëåáàíèé (ðèñ. 8) 6. Ýòî ñîïðîâîæäàåòñÿ òàêèì ñìåùåíèåì ó÷àñòî-
êà BC, ÷òî ïðàâàÿ âåòâü ãðàíè÷íîé êðèâîé (ó÷àñòîê ABC) àñèìïòî-
òè÷åñêè (χ ≫ 1) íà÷èíàåò íàïîìèíàòü ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé (íàïðèìåð, ðèñ. 10). Òàêàÿ

-30 -20 -10 0 10

-16

-12

-8

-4

0

4

F
E

D

C

B
A

Im
(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 8. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé;
χ = 3. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû íèæå ãðàíè÷íîé êðèâîé ABCDEF

âîçìîæíîñòü ïðîñëåæèâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(3.64):

G(zm) = −
∫ ∞

0
dy

y

zm − y

d

dy
(exp (−χ− y) I0 (2

√
χy)) (3.65)

â îáëàñòè χ ≫ 1. Ñîãëàñíî ýòîìó âûðàæåíèþ îñíîâíîé âêëàä â èí-
òåãðàë ïî y äàåò îáëàñòü y ≃ χ ≫ 1, â êîòîðîé ñïðàâåäëèâà àñèìï-

6 Ðèñ. 8 íå äàåò ïðàâèëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåäåíèè ãðàíè÷íîé êðèâîé

â îêðåñòíîñòè íóëÿ zm. Î íåì ìîæíî ñóäèòü ïî ãðàôèêàì íà ðèñ. 9.
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè ôóíêöèé Reζ è Imζ îò zm â îêðåñòíîñòè íóëÿ zm; χ = 3

òîòè÷åñêàÿ îöåíêà

I0(2
√
χy) ≃

exp(2
√
χy)√

4π
√
χy

, χy ≫ 1,

à (3.65) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

G(zm) ≃ − 1√
4πχ

∫ ∞

0
dy

y

zm − y + i0

d

dy

(
exp

(
−(

√
y −√

χ)2
))

(3.66)

= − 1√
4πχ

∫ ∞

0
dx

x2

zm − x2 + i0

d

dx

(
exp

(
−(x−√

χ)2
))
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà x =
√
χ+u/

√
2 è óäåðæèâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñòàðøèå

÷ëåíû ïî 1/χ, à òàêæå ó÷èòûâàÿ áûñòðóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà, ìû
ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó

G(zm) ≃
√
χ

2

∫ ∞

−∞

du√
2π

ue−u2/2

zm − χ−
√
2χu+ i0

=
1

2

∫ ∞

−∞

du√
2π

ue−u2/2

∆zm − u+ i0
,

ãäå

∆zm =
zm − χ√

2χ
.
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Ðèñ. 10. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáà-
íèé (ïðàâàÿ âåòâü); χ = 100. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû âíóòðè ãðàíè÷íûõ êðè-
âûõ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïî ôîðìóëå (3.65), ñèìâîëû × � ïî ôîðìóëå (3.66),
îêðóæíîñòè � ïî ôîðìóëå (3.67)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ âûðàæåíèé óðàâíåíèå ãðàíè÷íîé êðèâîé (3.63) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

1− ζ

2

∫ ∞

−∞

du√
2π

ue−u2/2

∆zm − u+ i0
= 0. (3.67)

Ëåâàÿ ÷àñòü â ýòîì óðàâíåíèè ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò
ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âûðàæåíèÿ â (2.51), ïîëó÷åííîãî äëÿ ïðîäîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà. Âìåñòå ñ òåì,
ñðàâíåíèå êðèâûõ íà ðèñ. 10 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà (3.67) ëèøü
êà÷åñòâåííî îòðàæàåò õîä ãðàíè÷íîé êðèâîé è, ïî-âèäèìîìó, áóäåò
ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà χ.

4. Âëèÿíèå îõëàæäåíèÿ ïó÷êà íà çàòóõàíèå

Ëàíäàó

Â èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäà ýëåêòðîííîãî îõëàæäåíèÿ (ÈßÔ ÑÎ
ÐÀÍ èì. Ã. È. Áóäêåðà) áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â íàêîïèòåëÿõ èîíîâ
âîçìîæíî äîñòèæåíèå çíà÷èòåëüíûõ (îäíî÷àñòè÷íûõ) äåêðåìåíòîâ
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ýëåêòðîííîãî îõëàæäåíèÿ ïó÷êîâ. Îäíèì èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ
ýëåêòðîííîãî îõëàæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðàâíèâàíèå êóëîíîâñêèìè ñòîëê-
íîâåíèÿìè èîíîâ è îõëàæäàþùèõ ýëåêòðîíîâ ñðåäíèõ ñêîðîñòåé
èîííîãî è ýëåêòðîííîãî ïó÷êîâ. Â íàêîïèòåëÿõ èîíîâ ñ îäíîêðàò-
íûì ïðîõîæäåíèåì îõëàæäàþùèìè ýëåêòðîíàìè ó÷àñòêà îõëàæäå-
íèÿ ïðîäîëüíàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé ïî óñëîâèÿì ôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà. Âûðàâíèâà-
íèå ñðåäíèõ ñêîðîñòåé èîíîâ è ýëåêòðîíîâ â ïðîöåññå îõëàæäåíèÿ
ïîçâîëÿåò êîìïåíñèðîâàòü ïîòåðè ýíåðãèè èîíîâ è èçáåãàòü ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñâîðà÷èâàíèÿ èõ îðáèò áåç ïðèìåíåíèÿ óñêîðÿþùèõ
Â×-ïîëåé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó èîííûé ïó÷îê â íàêîïèòåëå ñ ýëåêòðîí-
íûì îõëàæäåíèåì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñãðóïïèðîâàííûì â òå÷å-
íèè äëèòåëüíûõ îòðåçêîâ âðåìåíè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, áûñòðîå îõëàæäåíèå èîíîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî
ìåíÿòü ñâîéñòâà èõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò
ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ è ñïåêòðû ýòèõ êîëåáàíèé, à òàêæå çàâèñèìî-
ñòè îò âðåìåíè íàáëþäàåìûõ êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ. Â ýòîì ðàçäåëå
ìû îáñóäèì è ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ
� ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî èîííîãî
ïó÷êà ñ ñèëüíûì îõëàæäåíèåì ÷àñòèö.

4.1. Äâèæåíèå îòäåëüíûõ ÷àñòèö

Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîãåðåíòíûå êî-
ëåáàíèÿ ïó÷êà, îáñóäèì èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ
÷àñòèö â ïðîäîëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îõëàæäàåìîãî ïó÷êà.
Âî-ïåðâûõ, íà ÷àñòèöû äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, óìåíüøàþùàÿ ðàç-
áðîñû èìïóëüñîâ ÷àñòèö. Åñëè áû ýòà ñèëà áûëà áû åäèíñòâåííîé,
ñî âðåìåíåì ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå îáðàòèëñÿ áû â íîëü. Ïðè
ýòîì, íàïðèìåð, â ïó÷êå èñ÷åçëè áû âñå ïðîöåññû ðàñôàçèðîâêè è
ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ çàòóõàíèåì Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, ýòîãî íå ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî â ñè-
ëó äèññèïàòèâíî-ôëóêòóàöèîííîé òåîðåìû êàæäûé ïðîöåññ, ïîðîæ-
äàþùèé òðåíèå, ñîïðîâîæäàåòñÿ òàêæå ãåíåðàöèåé ñëó÷àéíûõ ïî-
ëåé. Äåéñòâèå ýòèõ ïîëåé íà ÷àñòèöû óâåëè÷èâàåò ðàçáðîñû èìïóëü-
ñîâ â ïó÷êå. Áàëàíñ ìîùíîñòåé ñèëû òðåíèÿ è ñîïðîâîæäàþùèõ åå
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ôëóêòóàöèé ïîëÿ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ïó÷êà ñ êîíå÷íûì ðàçáðîñîì èìïóëüñîâ. Â ïðîäîëüíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå òàêîé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

d∆p

dt
= −λ∥∆p+X(t),

dϕ

dt
= ω′

0∆p, (4.1)

ãäå ϕ = θ − ω0t, λ∥ � äåêðåìåíò îõëàæäåíèÿ, à X(t) � ñëó÷àéíàÿ
ñèëà, îïèñûâàþùàÿ äåéñòâèå íà ÷àñòèöû ôëóêòóàöèîííûõ ïîëåé. Â
ñëó÷àå ýëåêòðîííîãî îõëàæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ñïðàâåäëèâû äëÿ
öåíòðàëüíîé ÷àñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà èîíîâ ïî èìïóëüñàì. Ôîð-
ìàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.1) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∆p(t) = ∆p0e
−λ∥t +

∫ t

0
dt1X(t1) exp

(
−λ∥(t− t1)

)
, (4.2)

ϕ(t) = ϕ0 + ω′
0∆p0

1− e−λ∥t

λ∥
(4.3)

+ ω′
0

∫ t

0
dt2

∫ t2

0
dt1X(t1) exp

(
−λ∥(t2 − t1)

)
.

Çäåñü ∆p0 è ϕ0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû
è åå ôàçû â ïó÷êå. Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ïåðåìåííûå ∆p(t)
è ϕ(t) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè
îíè èçìåíÿþòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûì îáðàçîì:

∆p(t) = ∆p0ie
−λ∥t, ϕ(t) = ϕ0i + ω′

0∆p0i
1− e−λ∥t

λ∥
, (4.4)

ãäå ∆p0i è ϕ0i � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïîñëå î÷åðåäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ. Â ñëó÷àéíûé ìîìåíò
âðåìåíè ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôà-
çû (ϕ0i) íå ìåíÿåòñÿ, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà (∆p0i) ïîëó÷à-
åò íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ïðèðàùåíèå. Ïîä äåéñòâèåì ýòèõ òîë÷êîâ
÷àñòèöà ñëó÷àéíî áëóæäàåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ óìåñòíî âû÷èñëÿòü íå ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåí-
íûõ, à èõ âåëè÷èíû, óñðåäíåííûå ïî ñòîëêíîâåíèÿì è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå äèñïåðñèè. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ⟨. . .⟩ îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ïî
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ñòîëêíîâåíèÿì è ïðèìåì, ÷òî ⟨X(t)⟩ = 0. Òîãäà â ñðåäíåì ïî ñòîëê-
íîâåíèÿì ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè (4.4)

⟨∆p(t)⟩ = ∆p0e
−λ∥t, ⟨ϕ(t)⟩ = ϕ0 + ω′

0∆p0
1− e−λ∥t

λ∥
. (4.5)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèé ýòèõ âåëè÷èí

σ2p =
⟨
∆p2(t)

⟩
− ⟨∆p(t)⟩2

è
σ2ϕ =

⟨
ϕ2(t)

⟩
− ⟨ϕ(t)⟩2

ñëåäóåò îïðåäåëèòü íåîäíîâðåìåííûé êîððåëÿòîð ⟨X(t1)X(t2)⟩. Ïî-
ñêîëüêó, íàïðèìåð,

σ2p =

∫ t

0
dt1 exp

(
−λ∥t1

) ∫ t

0
dt2 exp

(
−λ∥t2

)
× ⟨X(t− t1)X(t− t2)⟩ .

Ñ÷èòàÿ, ÷òî äëèòåëüíîñòü òîë÷êîâ äîñòàòî÷íî ìàëà, ìû ïîëîæèì

⟨X(t1)X(t2)⟩ = d∥δ(t1 − t2). (4.6)

Òîãäà ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì

σ2p = d∥

∫ t

0
dt1 exp

(
−2λ∥t1

)
=

d∥

2λ∥

(
1− e−2λ∥t

)
(4.7)

è ⟨
δϕ2
⟩
= ⟨δϕ⟩2 +

(
ω′
0

λ∥

)2 ∫ t

0
dt1
(
1− exp

(
−λ∥(t− t1)

))
(4.8)

×
∫ t

0
dt2 ⟨X(t1)X(t2)⟩

(
1− exp

(
−λ∥(t− t2)

))
, (4.9)

èëè

σ2ϕ =

(
ω′
0

λ∥

)2

d∥

∫ t

0
dt1

(
1− e−λ∥t1

)∫ t

0
dt2δ(t1 − t2)

(
1− e−λ∥t2

)
(4.10)

=

(
ω′
0

λ∥

)2

d∥

∫ t

0

(
1− e−λ∥t1

)2
dt1 =

(
ω′
0

λ∥

)2 d∥

λ∥
Ψ(λ∥t),
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ãäå

Ψ(s) = s− 2
(
1− e−s

)
+

1− e−2s

2
. (4.11)

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû σp è σϕ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé
÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ ÷à-
ñòèö ïó÷êà è ïîýòîìó îïðåäåëÿþò äèñïåðñèè èìïóëüñîâ è ôàç ÷àñòèö
â ïó÷êå â öåëîì. Âûðàæåíèÿ (4.7) è (4.10) ïîêàçûâàþò, ÷òî íà íà-
÷àëüíîì ýòàïå âðåìåíè (λ∥t≪ 1) âåëè÷èíû äèñïåðñèé σp è σϕ ìàëû:

σ2p(t) ≃ d∥t, σ
2
ϕ(t) ≃

1

3
ω′2
0 d∥t

3, λ∥t≪ 1. (4.12)

Íà áîëüøèõ æå âðåìåíàõ (λ∥t ≫ 1) ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå
èìïóëüñà ÷àñòèöû ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

σp =

√
d∥

2λ∥
, λ∥t≫ 1, (4.13)

à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå îòêëîíåíèÿ àçèìóòàëüíîãî ïîëîæå-
íèÿ ÷àñòèöû â ïó÷êå îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ íàðàñòàåò ïî
äèôôóçèîííîìó çàêîíó

σ2ϕ = 2
δω2

0

λ∥
t, δω0 = |ω′

0|σp, λ∥t≫ 1. (4.14)

Ïðè áîëüøèõ âåëè÷èíàõ äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ ïó÷êà λ∥ ≫ δω0 òà-
êèå ñìåùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøèìè òåõ, ÷òî ìîæíî
áûëî áû îæèäàòü ïðè ñâîáîäíîì ðàçëåòå ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé
îðáèòû. Òàêîå ïîâåäåíèå äèñïåðñèé σp è σϕ âïîëíå ïîíÿòíî, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî âåëè÷èíà äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ λ∥ îöåíèâàåò â çàäà-
÷å ñðåäíþþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé ñ èçìåíåíèåì èìïóëüñà ÷àñòèöû
íà âåëè÷èíó ∆p ∼ σp. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî âëèÿíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ íà äâèæåíèå ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì íà èíòåðâàëàõ
âðåìåíè, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî ðàññåÿíèé.

4.2. Ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ

îõëàæäàåìîãî ïó÷êà

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ íåñ-
ãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ f .
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Â ñèëó öèêëè÷íîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû
ôóíêöèÿ f(∆p, θ, t) ïåðèîäè÷íà ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé θ. Ïîýòîìó
èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå f â ðÿä Ôóðüå:

f = f0(∆p) +
∑
n ̸=0

fn(∆p, t)e
inθ. (4.15)

Êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïó÷êà îïèñûâàþòñÿ ãàðìîíèêàìè fn. Äëÿ
ïó÷êîâ ñ áûñòðûì îõëàæäåíèåì ÷àñòèö èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óæå íå óðàâíåíèåì Âëàñîâà, à áîëåå îá-
ùèì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ó÷èòûâàþùèì îõëàæäåíèå ÷àñòèö
è âëèÿíèå íà íèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â ñëó÷àå ýëåêòðîííîãî
îõëàæäåíèÿ ýòî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé
Ëàíäàó. Äëÿ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ÿäðî ðàñïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ
ïó÷êà, òàêîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà - Ïëàíêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè òðå-
íèÿ (λ∥) è äèôôóçèè (d∥)

∂f

∂t
+ ω0(∆p)

∂f

∂θ
+ eE(θ, t)

∂f

∂∆p
=

∂

∂∆p

(
λ∥∆pf +

d∥

2

∂f

∂∆p

)
. (4.16)

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (4.16) âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:

f0(∆p) =
1√
2πσp

exp

(
−∆p2

2σ2p

)
, σ2p =

d∥

2λ∥
, (4.17)

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ãàðìîíèê fn(∆p, t):

∂fn
∂t

+ inω0(∆p)fn + eEn(t)
∂f0
∂∆p

=
∂

∂∆p

(
λ∥∆pfn +

d∥

2

∂fn
∂∆p

)
. (4.18)

Ïîñëåäóþùåå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè, ñ
ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ∫ ∞

0
dteiωt

∂f

∂t
= −f (0) − iωfω,
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ïîçâîëÿåò çàïèñàòü:

−i(∆ωn − nω′
0∆p)fn,ω = f (0)n (∆p)− eEn,ω

df0
d∆p

(4.19)

+
d

d∆p

(
λ∥∆pfn,ω +

d∥

2

dfn,ω
d∆p

)
.

Çäåñü f (0)n (∆p) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãàðìîíèêè fn(∆p, t), ω0(∆p) =
ω0 + ω′

0∆p è ∆ωn = ω − nω0. Ïðåäïîëàãàÿ èìïåäàíñíîå ñîîòíîøå-
íèå (2.17) ìåæäó ãàðìîíèêàìè íàâåäåííîãî ïó÷êîì ïîëÿ è ëèíåéíîé
ïëîòíîñòè ïó÷êà

En,ω = −Neω0Zn

Π

∫ ∞

−∞
d∆pfn,ω, (4.20)

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.19) â ñëåäóþùåì âèäå:

∂

∂∆p

(
λ∥∆pfn,ω +

d∥

2

∂fn,ω
∂∆p

)
= −i(∆ωn − nω′

0∆p)fn,ω (4.21)

−f (0)n (∆p)− ∂f0
∂∆p

Ne2ω0Zn

Π

∫ ∞

−∞
d∆pfnω.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñäåëàåì ïîäñòàíîâêè

u =
∆p

σp
, a =

−i∆ωn

λ∥
, b =

−inω′
0σp

λ∥
, u =

√
2z + 2b. (4.22)

Òîãäà óðàâíåíèå (4.21) ïåðåõîäèò â

d

du

(
ufn,ω +

dfn,ω
du

)
= −g(0)n + (a− bu)fn,ω (4.23)

+
ue−u2/2

√
2π

Ω2
n

bλ2∥

∫ ∞

−∞
dufnω.

Çäåñü

Ω2
n = n2

Ne2ω0ω
′
0

Π

(
−iZn

n

)
(4.24)

� êâàäðàò ñäâèãà ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîãî íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà, à f (0)n = λ∥g

(0)
n .
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Ðåøåíèå (4.23) èùåì â âèäå

fnω = exp

(
−u

2

2
+ bu

)
W (z). (4.25)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

du

(
dfn,ω
du

+ ufn,ω

)
= exp

(
−u

2

2
+ bu

)
(4.26)

×
(
d2W (u)

du2
− (u− 2b)

dW (u)

du
− b(u− b)W (u)

)
,

à

−u
2

2
+ bu = −z2 −

√
2bz,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè W (z):

d2W

dz2
− 2z

dW

dz
+ 2

(
b2 − a

)
W = −2g(0)n (z)ez

2+
√
2bz (4.27)

+
4Ω2

n(z +
√
2b)

bλ2∥
e−bz

√
2−2b2

∫ ∞

−∞

dz′√
2π
e−z′2−

√
2bz′W (z′).

Óðàâíåíèå (4.27) ðåøàåòñÿ ðàçëîæåíèåì W (z) â ðÿä ïî ïîëèíîìàì
Ýðìèòà

W =

∞∑
l=0

ClHl(z). (4.28)

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëèíîìû Hl(z) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ:

d2Hl

dz2
− 2z

dHl

dz
+ 2lHl = 0, (4.29)

êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Hl(z) = (−1)lez
2 dl

dzl

(
e−z2

)
. (4.30)

Ïðè ýòîì, íàïðèìåð,

H0(z) = 1, H1(z) = 2z, H2(z) = 4z2 − 2. (4.31)
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Ïîäñòàâèâ (4.28) â (4.27) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïîëè-
íîìîâ Hl(z): ∫ ∞

−∞
dze−z2Hn(z)Hm(z) = δm,n2

nn!
√
π, (4.32)

ãäå δm,n � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ∫ ∞

−∞
dze−(z−y)2Hn(z) =

√
πyn2n (4.33)

è

zHl(z) =
1

2
Hl+1(z) + lHl−1(z),

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cl

Cl = C
(0)
l − ζe−b2

(
− b√

2

)l
(l − b2)

l!(a+ l − b2)

∞∑
k=0

Ck

(
−b

√
2
)k
, (4.34)

ãäå

C
(0)
l =

1√
π2ll!(a+ l − b2)

∫ ∞

−∞
dzg(0)n (u) exp

(√
2bz
)
Hl(z), (4.35)

à

ζ =
Ω2
n

−b2λ2∥
=

Ω2
n

n2δω2
, δω = |ω′

0|σp. (4.36)

Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïîäñòàíîâêîé

Cl = C
(0)
l −

(
− b√

2

)l
(
l − b2

)
l! (a+ l − b2)

A, (4.37)

êîòîðàÿ äàåò

A =
ζe−b2

ε(∆ωn)

∞∑
l=0

C
(0)
l

(
−b

√
2
)l
, (4.38)

ãäå

ε(∆ωn) = 1 + ζe−b2
∞∑
l=0

b2l
(
l − b2

)
l!
(
−i∆ωn

λ∥
+ l − b2

) . (4.39)
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Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (4.37) ìû ïîëó÷àåì

Cl = C
(0)
l −

ζe−b2
(
− b√

2

)l (
l − b2

)
l!
(
−i∆ωn

λ∥
+ l − b2

)
ε(∆ωn)

∞∑
k=0

C
(0)
k

(
−b

√
2
)k
. (4.40)

4.3. Êîãåðåíòíûé ñèãíàë

Âû÷èñëèì òåïåðü ãàðìîíèêè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà. Ýòè
âåëè÷èíû ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíû èíòåãðàëüíûìè
ïèêàï-ýëåêòðîäàìè ïðè íàáëþäåíèè ðàñôàçèðîâêè ïó÷êà. Ïèøåì

ρn,ω =

∫ ∞

−∞
d∆pfnω = σp

∫ ∞

−∞
du exp

(
−u

2

2
+ bu

)
W (u),

èëè, ó÷èòûâàÿ (4.28) è (4.40),

ρn,ω = σp
√
2eb

2/2
∞∑
l=0

Cl

∫ ∞

−∞
dz exp

(
−
(
z +

b√
2

)2
)
Hl(z) (4.41)

= σp
√
2πeb

2/2
∞∑
l=0

Cl

(
−b

√
2
)l

= σp
√
2πeb

2/2
∞∑
l=0

C
(0)
l

(
−b

√
2
)l

×

1− ζe−b2

ε(∆ωn)

∞∑
l=0

b2l
(
l − b2

)
l!
(
−i∆ωn

λ∥
+ l − b2

)
 .

Îïðåäåëèâ çäåñü

ρ(0)n,ω = σp
√
2πeb

2/2
∞∑
l=0

C
(0)
l

(
−b

√
2
)l

(4.42)

è ó÷èòûâàÿ (4.39), ïåðåïèøåì ôîðìóëó (4.41) â âèäå

ρn,ω =
ρ
(0)
n,ω

ε(∆ωn)
. (4.43)
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Ýòî îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé.
Îíî ñâÿçûâàåò ãàðìîíèêè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà êîíå÷íîé èí-
òåíñèâíîñòè ρn,ω ñ ãàðìîíèêàìè ïó÷êà ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ρ(0)n,ω. Â
ñèëó èìïåäàíñíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.20) óðàâíåíèå (4.43) îïèñûâàåò
èçìåíåíèÿ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé åãî êîëëåêòèâíîé ðåàêöèåé. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå âõîäÿùóþ â (4.43) âåëè÷èíó ε(∆ωn) ìîæíî íàçûâàòü
äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ïó÷êà.

Ïîäñòàâèâ â (4.42) çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ C(0)
l èç (4.35), ïèøåì

ρ(0)n,ω = σp
√
2eb

2/2

∫ ∞

−∞
dzg(0)n (z) exp

(√
2bz
)
Φ(z), (4.44)

ãäå

Φ(z) =

∞∑
l=0

(
− b√

2

)l
l!
(
−i∆ωn

λ∥
+ l − b2

)Hl(z). (4.45)

Èñïîëüçóÿ çäåñü

1
−i∆ωn

λ∥
+ l − b2

=

∫ ∞

0
ds exp

(
i∆ωns

λ∥
+ b2s− ls

)
(4.46)

è
∞∑
l=0

(
−be

−s

√
2

)l
Hl(z)

l!
= exp

(
−b

2e−2s

2
−

√
2bze−s

)
,

ïåðåïèøåì (4.44) â âèäå

ρ(0)n,ω = σp

∫ ∞

0
ds exp

(
i∆ωns

λ∥
+ b2Ψ(s)

)
(4.47)

×
∫ ∞

−∞
dug(0)n (u) exp

(
bu
(
1− e−s

))
.

Ôóíêöèÿ Ψ(s) îïðåäåëåíà â (4.11):

Ψ(s) = s− 2
(
1− e−s

)
+

(
1− e−2s

)
2

.

Íàïîìíèì, ÷òî îíà îïèñûâàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÷àñòèö îõëà-
æäàåìîãî ïó÷êà âäîëü çàìêíóòîé îðáèòû.

66



Çàâèñèìîñòü êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà îò âðåìåíè ρn(t) âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ âûïîëíåíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

einω0tρn(t) =

∫ ∞

−∞

d∆ωn

2π

ρ
(0)
n,ωe−i∆ωnt

ε(∆ωn)
, Im∆ωn > 0. (4.48)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.39), (4.44) è (4.45) òî÷êè

∆ωn,l = −iλ∥(l − b2)

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè ôóíêöèé ρ(0)n,ω è ε(∆ωn). Îäíàêî ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.48) íå èìååò îñîáåííîñòåé íè â îäíîé èç
ýòèõ òî÷åê. Ïîýòîìó èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè â (4.48) îïðåäåëÿåò-
ñÿ âû÷åòàìè ëèøü â òåõ òî÷êàõ ∆ωn, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ

ε(∆ωn) = 0. (4.49)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ∆ωn â (4.48) äîëæåí ïðîõîäèòü â ïëîñ-
êîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ∆ωn âûøå ëþáîãî èç ýòèõ êîðíåé.

4.4. Ìàëûå äåêðåìåíòû îõëàæäåíèÿ

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ âåëè÷èí äåêðå-
ìåíòîâ îõëàæäåíèÿ ïó÷êà. Ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ðàçáðî-
ñà èìïóëüñîâ â ïó÷êå îíè òàêæå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ è ïåðåõî-
äèòü â ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïðîäîëüíûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ â
íåîõëàæäàåìîì, íåñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå. Ïðîñëåäèì ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä λ∥ → 0. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.39) è (4.46) âåëè-
÷èíà äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ïó÷êà ε(∆ωn) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà âûðàæåíèåì

ε(∆ωn) = 1− ζ

∫ ∞

0
ds exp

(
i∆ωns

λ∥

)
d

ds
exp

(
b2s− b2(1− e−s)

)
,

èëè, ÷òî òî æå,

ε(∆ωn) = 1− ζ

∫ ∞

0
dt exp (i∆ωnt)

d

dt
exp

(
b2λ∥t− b2(1− e−λ∥t)

)
.

(4.50)
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Â ïðåäåëå ìàëûõ äåêðåìåíòîâ îõëàæäåíèÿ (λ∥ → 0) ìû ìîæåì çà-

ìåíèòü ôóíêöèþ λ∥t− (1− e−λ∥t) ðÿäîì

λ∥t− (1− e−λ∥t) =
1

2
λ2∥t

2 − 1

3!
λ3∥t

3 (4.51)

+
1

4!
λ4∥t

4 − 1

5!
λ5∥t

5 +O
(
t6
)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ
â (4.50) íà b2 äàåò −n2δω2

0t
2/2, ãäå δω0 = |ω′

0|σp � ðàçáðîñ ÷àñòîò
îáðàùåíèÿ â ïó÷êå. Âêëàä ýòîãî ñëàãàåìîãî íå çàâèñèò îò âåëè÷è-
íû λ∥. Âêëàäû îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïîñëå óìíîæåíèÿ â (4.50) íà
b2 ïðîïîðöèîíàëüíû âåëè÷èíàì λ∥, λ

2
∥, λ

3
∥ è ò. ä. Ïðè ñòðåìëåíèè

äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ ê íóëþ îíè òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòî-
ìó â ïðåäåëå λ∥ → 0 ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ â (4.50) ñòðåìèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó:

ε(∆ωn) = 1− ζ

∫ ∞

0
dt exp (i∆ωnt)

d

dt
exp

(
−n

2δω2
0t

2

2

)
. (4.52)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë â (4.52) äàåò èíòåð-
âàë ∆t ≤ 1/(|n|δω0). Íà ýòîì èíòåðâàëå ðàçíèöà

D = λ∥t− (1− e−λ∥t)− 1

2
λ2∥t

2

= − 1

3!
λ3∥t

3 +
1

4!
λ4∥t

4 − 1

5!
λ5∥t

5 +O
(
t6
)

íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

Dmax = − 1

3!|b|3
+

1

4!|b|4
− 1

5!|b|5
+ . . . (4.53)

Åñëè îíà ìàëà, òî ôîðìóëà (4.52) äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ïó÷êà ε(∆ωn). Ïîñêîëüêó b ïðîïîðöèî-
íàëüíî íîìåðó ãàðìîíèêè êîãåðåíòíîãî êîëåáàíèÿ n, ïîñëåäíÿÿ ôîð-
ìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî âëèÿíèå îõëàæäåíèÿ ïó÷êà íà åãî êîãåðåíò-
íûå êîëåáàíèÿ áóäåò ïðåíåáðåæèìî ìàëûì äëÿ ãàðìîíèê â îáëàñòè
|b| ≫ 1, èëè, ÷òî òî æå, äëÿ ãàðìîíèê ñ íîìåðàìè |n| > nth, ãäå

nth =
λ∥

δω0
. (4.54)
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Ïîýòîìó äàæå â ïó÷êàõ, ïîäâåðæåííûõ ñèëüíîìó îõëàæäåíèþ λ∥ ≫
δω0, êîëåáàíèÿ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ãàðìîíèê |n| ≫ nth ðàçâèâà-
þòñÿ òàê æå, êàê è â íåîõëàæäàåìûõ ïó÷êàõ.

Äàëåå, ïîñêîëüêó∫ ∞

−∞

d∆p√
2πσp

exp

(
−∆p2

2σ2p
− ik∆p

)
= exp

(
−
k2σ2p
2

)
,

ïèøåì

ε(∆ωn) = 1− ζ

∫ ∞

0
dt exp (i∆ωnt)

× d

dt

∫ ∞

−∞

d∆p√
2π

exp

(
−∆p2

2σ2p
− inω′

0∆pt

)
= 1 + ζ

∫ ∞

−∞

d∆p√
2πσp

inω′
0∆p exp

(
−∆p2

2σ2p

)
×
∫ ∞

0
dt exp

(
i∆ωnt− inω′

0∆pt
)

= 1− Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞

d∆p√
2πσ3p

∆p

(∆ωn − nω′
0∆p)

exp

(
−∆p2

2σ2p

)
,

èëè

ε(∆ωn) = 1 +
Ω2
n

nω′
0

∫ ∞

−∞

d∆p

∆ωn − nω′
0∆p

d

d∆p

exp
(
−∆p2

2σ2
p

)
√
2πσp

 . (4.55)

Ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî îïðåäåëÿåò äèýëåê-
òðè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ íåîõëàæäàåìîãî ïó÷êà ñ ãàóññîâûì ðàñïðå-
äåëåíèåì èìïóëüñîâ (íàïðèìåð, â (2.22)). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðî-

ñëåæèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ∥ → 0 äëÿ âåëè÷èíû ρ(0)n,ω. Çàìåíèâ
â (4.47) ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ s íà λ∥t:

ρ(0)n,ω =

∫ ∞

0
dtei∆ωnt+b2Ψ(λ∥t)

∫ ∞

−∞
d∆pf (0)n exp

(
b∆p

(
1− e−λ∥t

))
,
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è âûïîëíèâ íåîáõîäèìûå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òýéëîðà, ïîëó÷èì

ρ(0)n,ω ≃ σp

∫ ∞

0
dt exp

(
i∆ωnt+

b2λ3∥t
3

3

)∫ ∞

−∞
duf (0)n (u)ebλ∥tu

≃
∫ ∞

0
dtei∆ωnt

∫ ∞

−∞
d∆pf (0)n (∆p)e−inω′

0∆pt,

èëè

ρ(0)n,ω =

∫ ∞

−∞
d∆pf (0)n (∆p)

∫ ∞

0
dt exp

(
i∆ωnt− inω′

0∆pt
)

(4.56)

= i

∫ ∞

−∞
d∆p

f
(0)
n (∆p)

∆ωn − nω′
0∆p

.

Ýòî âûðàæåíèå òàêæå ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ïðè ðàñ÷åòå àìïëè-
òóä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåîõëàæäàåìîãî ïó÷êà. Ñóììèðóÿ ñêà-
çàííîå, ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ ôîðìóëû ïðåäñêàçûâàþò ïðàâèëüíûå ïðåäåëû â îáëàñòè
λ∥ → 0. Íàðÿäó ñ ýòèì, îíè òàêæå ïðåäñêàçûâàþò, ÷òî õàðàêòåðû
ñïåêòðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïðè ñèëüíîì îõëàæäåíèè ïó÷êà ñó-
ùåñòâåííî çàâèñÿò îò âåëè÷èíû íîìåðà àçèìóòàëüíîé ãàðìîíèêè êî-
ãåðåíòíîãî êîëåáàíèÿ |n|. Òàê, ñâîéñòâà äëèííîâîëíîâûõ êîëåáàíèé
(|n| ≪ nth) ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ ñèëüíûì òðåíèåì, òîãäà
êàê êîðîòêîâîëíîâûå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ (|n| ≫ nth) ïðîòåêàþò
òàê æå, êàê è â íåîõëàæäàåìûõ ïó÷êàõ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàðàíåå î÷å-
âèäíà. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âåëè÷èíà äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ îïðå-
äåëÿåò â çàäà÷å ñðåäíþþ ÷àñòîòó ñòîëêíîâåíèé. Ïðè êîíå÷íîé âåëè-
÷èíå ðàçáðîñà ÷àñòîò îáðàùåíèÿ δω0 âåëè÷èíà ∆t ∼ 1/(|n|δω0) îöå-
íèâàåò õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ïó÷êå êîãåðåíòíîãî êîëå-
áàíèÿ ñ íîìåðîì ãàðìîíèêè n. Â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå λ∥∆t≫ 1,
çà ýòî âðåìÿ â ïó÷êå ïðîèñõîäèò ìíîãî ñòîëêíîâåíèé. Ïîýòîìó îíè
ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü ñâîéñòâà êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷-
êà. Íàîáîðîò, â îáëàñòè λ∥∆t≪ 1 êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ ïðîòåêàþò
çà ïðîìåæóòêè âðåìåíè, êîòîðûå, â ñðåäíåì, óêëàäûâàþòñÿ ìåæäó
ñòîëêíîâåíèÿìè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñâîéñòâà êîëåáàíèé ñîâïàäàþò ñ
áåññòîëêíîâèòåëüíûìè.
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4.5. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

è óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðè ðàñ÷åòå ðàñôàçèðîâîê ïó÷êà â ðàì-
êàõ òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé óìåñòíî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ïàðàìåòðû ïó÷êà íàõîäèëèñü áû â ïðåäåëàõ ãðàíèö îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ãðàíèöà îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé ζ. Ïîëîæåíèå ýòîé êðèâîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ (4.49) îòíîñèòåëüíî ζ ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû ∆ωn âäîëü
äåéñòâèòåëüíîé îñè. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé âåëè÷èíû (−b2) äëÿ
ýòîãî óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (4.39) � ìàëûå çíà÷åíèÿ−b2,
ëèáî ôîðìóëîé (4.50) � áîëüøèå çíà÷åíèÿ −b2. Âèäíî, ÷òî óñèëåíèå

0 2 4 6 8 10
-8
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-2

0

2
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8

Im
(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 11. Èçìåíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ïðè óìåíüøåíèè äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ. Ñïëîøíûå ëèíèè
�
√
|b| = 0.1, 0.25, 0.5, 2, 20; ïóíêòèð � íåîõëàæäàåìûé ïó÷îê. Êîëåáàíèÿ

óñòîé÷èâû âíóòðè ãðàíè÷íûõ êðèâûõ

îõëàæäåíèÿ ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
âäîëü îñè Imζ (ðèñ. 11).

Âìåñòå ñ òåì, èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî è ýòî ìîæåò áûòü ïðîñëå-
æåíî â ôîðìóëàõ (4.39) è (4.50), ÷òî îõëàæäåíèå ïó÷êà íå óñòðàíÿåò
íåóñòîé÷èâîñòü îòðèöàòåëüíîé ìàññû. Ïîýòîìó âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè ëåæèò ïðàâåå ïðÿìîé Reζ = −1. Ïðè÷èíà ýòîãî äîñòà-

71



òî÷íî î÷åâèäíà. Íàïîìíèì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü îòðèöàòåëüíîé ìàñ-
ñû îáÿçàíà âçàèìíîìó ñáëèæåíèþ ÷àñòèö ïî ôàçàì ϕ ïîä äåéñòâèåì
ñèë ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà. Ýòî ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò ïðè
ýíåðãèÿõ ÷àñòèö, ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íàêîïèòåëÿ
(ω′

0 < 0). Îäíàêî, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4.1) è (4.4) â îáëàñòè ýíåð-
ãèé, ãäå ω′

0 < 0, îõëàæäåíèå ïó÷êà íå ïðåïÿòñòâóåò ñáëèæåíèþ ôàç
÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè ±∆p0i, à ëèøü çàìåäëÿåò åãî. Äëÿ äëèííîâîë-
íîâûõ êîëåáàíèé ïîëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà (ImΩ2

n = 0)
óìåíüøåíèå ðàçíèöû ôàç òàêèõ ÷àñòèö ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äå-
êðåìåíòîì |Ω2

n|/(n2λ∥) (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî |Ω2
n| ≤ λ2∥/4).

Ðàññåÿíèÿ ýòèõ ÷àñòèö íà ó÷àñòêå îõëàæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê èõ äèô-
ôóçèîííîìó ðàñõîæäåíèþ ïî ôàçàì. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíò òàêîé
äèôôóçèè (δω0)

2/λ∥ ñ äåêðåìåíòîì, ïîëó÷èì ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè
îòðèöàòåëüíîé ìàññû, çàïèñàííûé â âèäå

(δω0)
2

λ∥
=

|Ω2
n|

n2λ∥
,

èëè Reζ = −1.
Ïðîñëåäèì åùå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãðàíèöû â îáëàñòè

Reζ ≫ 1. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ε(∆ωn) â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷àñòîò
(∆ωn → ∞). Óäîáíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (4.39) â âèäå

ε(∆ωn) = 1− Ω2
ne

−b2
∞∑
l=0

b2l

l!

1(
zn + ilλ∥

)2
+ 1

4λ
2
∥

, (4.57)

ãäå

∆ωn = zn − i
λ∥

2
+ iλ∥b

2 (4.58)

è ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå (4.36). Â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷àñòîò
(|zn| → ∞) ïèøåì

ε(∆ωn) ≃ 1− Ω2
n

z2n
e−b2

∞∑
l=0

b2l

l!

(
1−

2ilλ∥

zn

)

= 1− Ω2
n

z2n
+
iΩ2

nb
2λ∥

z3n
.
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Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû zn (|zn| ≫ 1) äèñïåðñèîííîå óðàâ-
íåíèå

1− Ω2
n

z2n
+
iΩ2

nb
2λ∥

z3n
= 0 (4.59)

èìååò êîðíè ëèøü â îáëàñòè |ζ| ≫ 1. Çàïèñûâàÿ zn = ±
√

Ω2
n + δn è

ïðåäïîëàãàÿ |δn| ≪ |
√

Ω2
n|, íàõîäèì zn = ±

√
Ω2
n − ib2λ∥, èëè

∆ωn = ±
√

Ω2
n − ib2λ∥ − i

λ∥

2
+ iλ∥b

2 = ±
√

Ω2
n − i

λ∥

2
. (4.60)

Â îáëàñòè Reζ ≫ 1 ýòè êîðíè ñîîòâåòñòâóþò íåíàðàñòàþùèì êîëå-
áàíèÿì (Im∆ωn ≤ 0) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(Imζ)2 ≤
λ2∥

n2δω2
0

Reζ. (4.61)

Áîëåå ïîäðîáíîå âû÷èñëåíèå ãðàíè÷íîé êðèâîé (ðèñ. 12) ïîêàçûâàåò

0 200 400 600 800 1000
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Im
(ζ

)

Re(ζ)

Ðèñ. 12. Ïðèìåð ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
Reζ;

√
−b2 = 30. Êîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû âíóòðè ãðàíè÷íîé êðèâîé

åå ñâîåîáðàçíîå ïîâåäåíèå â îáëàñòè Reζ ≫ 1. Äàæå íà÷àëüíî ñóæà-
ÿñü (ñëó÷àé |b2| ≫ 1), îíà ïåðåõîäèò â ïàðàáîëó (4.61) ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ Reζ. Òàêîé õîä ãðàíè÷íîé êðèâîé öåëèêîì îáÿçàí îõëà-
æäåíèþ ïó÷êà. Ñîãëàñíî óñëîâèþ â (4.61) îí ïðîïàäàåò â ïðåäåëå
λ∥ → 0. Âìåñòå ñ òåì, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè
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òåîðèè ëèíåéíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñàìè îãðàíè÷èâàþò äîïó-
ñòèìûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîòû ïó÷êîâ.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðîäîëüíûõ êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî, îõëàæäàåìîãî ïó÷êà. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (4.49). Ïðè ñèëü-
íîì îõëàæäåíèè õàðàêòåð ýòèõ ðåøåíèé çàâèñèò îò íîìåðà ãàðìîíè-
êè êîëåáàíèé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ãàðìîíèêè ñ íîìåðàìè |n| ≫ nth
ðàçâèâàþòñÿ òàê, êàê åñëè áû îõëàæäåíèå ïó÷êà îòñóòñòâîâàëî. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ −b2 ≪ 1. Â òà-
êîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ñïåêòðîâ ïðîäîëüíûõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííûõ ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäàâ-
ëåíèå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé è ïðîöåññîâ êèíå-
ìàòè÷åñêîé ðàñôàçèðîâêè òðåíèåì è ñòîëêíîâåíèÿìè.

Îïóñêàÿ â (4.57) ñòàðøèå ñòåïåíè b2, ïèøåì

ε(∆ωn) ≃ 1− Ω2
n

z2n + 1
4λ

2
∥
= 0, (4.62)

èëè

zn = ±
√

Ω2
n − 1

4
λ2∥,

è

∆ω(±)
n = −i

λ∥

2
− iΛ±

√
Ω2
n − 1

4
λ2∥, (4.63)

ãäå ìû îïðåäåëèëè

Λ = −λ∥b2 =
n2δω2

0

λ∥
. (4.64)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Ω2
n ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-

íîé, ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé, òî èç âûðàæåíèÿ (4.63) âèäíî, ÷òî
ïðè áîëüøîì òîêå ïó÷êà (Ω2

n ≥ λ2∥/4) äåêðåìåíòû êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò äåêðåìåíòà îõëàæäåíèÿ ïó÷êà (λ∥/2). Âå-

ëè÷èíû êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò ïðè ýòîì ðàâíû ±
√

Ω2
n − (λ2∥/4).

Â îáëàñòè Ω2
n ≫ λ2∥/4 òàêèå êîãåðåíòíûå êîëåáàíèÿ õîðîøî îïðåäå-

ëåíû. Ïîýòîìó çàòóõàíèå èõ àìïëèòóä ïîâòîðÿåò óìåíüøåíèå îõëà-
æäåíèåì âåëè÷èí îòêëîíåíèé èìïóëüñîâ ÷àñòèö ïó÷êà, äâèæóùèõñÿ
â ïîëÿõ âîëí ñ ÷àñòîòàìè ±Ωn.
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Ïðè ìàëîì òîêå ïó÷êà (Ω2
n ≤ λ2∥/4) êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ àïå-

ðèîäè÷åñêèìè. Â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíû êîãåðåíòíûõ
ñäâèãîâ ÷àñòîò â (4.63) ðàâíû íóëþ:

∆ω(±)
n = −i

λ∥

2
− iΛ± i

√
1

4
λ2∥ − Ω2

n,

à ìîäû çàòóõàþò ñ äåêðåìåíòàìè

−Im∆ω(+)
n =

λ∥

2
+ Λ−

√
1

4
λ2∥ − Ω2

n (4.65)

≃ n2δω2
0 +Ω2

n

λ∥
, Ω2

n ≪ λ2∥/4, (4.66)

è

− Im∆ω(−)
n ≃

λ∥

2
+

√
1

4
λ2∥ − Ω2

n, −b2 ≪ 1. (4.67)

Íàïîìíèì, ÷òî δω0 = |ω′
0|σp � ðàçáðîñ ÷àñòîò îáðàùåíèÿ â ïó÷êå.

4.6. Êîãåðåíòíûé ñèãíàë ïðè ñèëüíîì îõëàæäåíèè

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëüíîãî
êîãåðåíòíîãî ñèãíàëà íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
äåêðåìåíòû îõëàæäåíèÿ ïó÷êà âåëèêè (λ∥ ≫ |n|δω0). Â òàêîé îáëà-
ñòè ïàðàìåòðîâ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ïó÷êà ε(∆ωn) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.62). Ãàðìîíèêè íà÷àëüíîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè
ïó÷êà âû÷èñëÿþòñÿ, óäåðæèâàÿ â ôîðìóëàõ (4.44) èëè (4.47) ëèøü
ìëàäøèå ñòåïåíè b

ρ(0)n,ω ≃
iρn,λ

∆ωn + iΛ
, λ∥ ≫ |n|δω0, (4.68)

ãäå

ρn,λ =

∫ ∞

−∞
d∆pf (0)n (∆p) exp

(
−inω′

0∆p

λ∥

)
. (4.69)
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Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (4.48), ïîëó÷èì

einω0tρn(t) =

∫ ∞

−∞

d∆ωn

2π

ρ
(0)
n,ωe−i∆ωnt

ε(∆ωn)
= ρn,λ

∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

e−i∆ωnt

∆ωn + iΛ

×

(
∆ωn + iΛ + i

λ∥
2

)2
+ 1

4λ
2
∥(

∆ωn + iΛ + i
λ∥
2

)2
+ 1

4λ
2
∥ − Ω2

n

,

èëè

einω0tρn(t) = ρn,λ

∫ ∞

−∞

d∆ωn

−2πi

(
∆ωn −∆ω

(+)
n

)(
∆ωn −∆ω

(−)
n

)
+Ω2

n(
∆ωn −∆ω

(+)
n

)(
∆ωn −∆ω

(−)
n

)
× e−i∆ωnt

∆ωn + iΛ
,

ãäå êîðíè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ∆ω
(±)
n îïðåäåëåíû â (4.63).

Ïðîñòîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ∆ωn äàåò

einω0tρn(t) = ρn,λ
Ω2
n

2
√

Ω2
n − 1

4λ
2
∥

(4.70)

×

 exp
(
−i∆ω(+)

n t
)

−iλ∥
2 +

√
Ω2
n − 1

4λ
2
∥

+
exp

(
−i∆ω(−)

n t
)

i
λ∥
2 +

√
Ω2
n − 1

4λ
2
∥

 .

Ýòî âûðàæåíèå îñîáåííî óïðîùàåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà
Ω2
n ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Èñïîëüçóÿ

ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ïèøåì

einω0tρn(t) = ρn,λ exp

(
−
λ∥t

2

)(
cos (Ωt) +

λ∥/2

Ω
sin (Ωt)

)
, (4.71)

ãäå

Ω =

√
Ω2
n − 1

4
λ2∥, Ω

2
n ≥ 1

4
λ2∥, (4.72)

è (Ω2
n ≪ λ2∥/4)

einω0tρn(t) ≃ ρn,λ exp

(
−n

2δω2
0 +Ω2

n

λ∥
t

)
. (4.73)
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãàðìîíèêè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà çàòóõàþò ïî
óíèâåðñàëüíîìó çàêîíó, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âèäà íà÷àëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèö â ïó÷êå.

Èíîãäà óäîáíåå èçìåðÿòü íå ñàìè çàâèñèìîñòè ãàðìîíèê ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòè ïó÷êà îò âðåìåíè (ρn(t)), à ñïåêòðû ýòèõ êîãåðåíòíûõ
ñèãíàëîâ (ρn(∆ωn)). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.71) è (4.73) õàðàêòåð çà-
âèñèìîñòè ρn(∆ωn) çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö â ïó÷êå. Â ïó÷êå ìà-
ëîé èíòåíñèâíîñòè ëèáî ïðè áîëüøèõ âåëè÷èíàõ äåêðåìåíòà îõëà-
æäåíèÿ (Ω2

n ≪ λ2∥/4) â òàêîì ñïåêòðå äîìèíèðóåò îäèíî÷íûé ïèê
ñ öåíòðîì íà ÷àñòîòå nω0. Øèðèíà ýòîãî ïèêà ðàâíà äåêðåìåíòó
ìåäëåííî-çàòóõàþùåé ìîäû êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé:

δ(∆ωn) =
n2δω2

0 +Ω2
n

λ∥
. (4.74)

Åñëè èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà âåëèêà (Ω2
n ≫ λ2∥/4), òî ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå (4.71) àìïëèòóäû âêëàäîâ ìîä ñ ÷àñòîòàìè ∆ω
(±)
n ðàâíû. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ñïåêòðîâ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé òàêîãî
ïó÷êà çàâèñèìîñòè àìïëèòóä îò ÷àñòîòû ∆ωn áóäóò ñîäåðæàòü äâà
ïèêà ðàâíîé âûñîòû íà ÷àñòîòàõ ∆ωn = ±Ω ñ øèðèíàìè, ðàâíûìè
äåêðåìåíòàì çàòóõàíèÿ ýòèõ ìîä λ∥/2 .

Òàêàÿ ôîðìà ñïåêòðà êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäïîëî-
æåííîé ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóë (4.71) è (4.73) áåçäèññèïàòèâíî-
ñòè ýëåêòðîäîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïó÷êîì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ýíåðãèÿ íàâåäåííûõ ïó÷êîì ïîëåé ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì òåðÿ-
åòñÿ. Ýòî ìîãóò áûòü îìè÷åñêèå ïîòåðè ëèáî ïîòåðè çà ñ÷åò ðàçëè÷-
íîãî ðîäà èçëó÷åíèé. Ïîýòîìó äàæå åñëè òàêèå ïîòåðè ìàëû, âåëè÷è-
íà Ω2

n ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäû

∆ω
(±)
n çàòóõàþò ñ íåðàâíûìè ïî âåëè÷èíå äåêðåìåíòàìè, à ïðè óâå-

ëè÷åíèè ïîòåðü ìîäà ñ ìåíüøèì äåêðåìåíòîì âîîáùå ìîæåò ñòàòü
íåóñòîé÷èâîé. Âäàëè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñïåêòðû êîëå-
áàíèé òàêèõ ïó÷êîâ áóäóò èìåòü íåðàâíûå âûñîòû ïèêîâ íà ÷àñòîòàõ
∆ωn = ±Ω. Òàêîå ïîâåäåíèå ñïåêòðîâ íàáëþäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íî.

Ïðè ïðèáëèæåíèè ìåíåå óñòîé÷èâîé ìîäû ê ãðàíèöå îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè åå ïèê â ñïåêòðå áóäåò äîìèíèðîâàòü, èìèòèðóÿ ñïåêòð
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ïó÷êà ïðè åãî ïðåäåëüíî ñèëüíîì îõëàæäåíèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðà-
âèëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñïåêòðîâ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé ìîæåò ïîòðåáîâàòü äîñòàòî÷íî àêêóðàòíûõ èçìåðå-
íèé êîãåðåíòíûõ ñäâèãîâ ÷àñòîò.

5. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ïîñîáèè îïèñàí ïðîöåññ ðàñôàçèðîâêè ïðîäîëüíûõ êîãåðåíò-
íûõ êîëåáàíèé íåñãðóïïèðîâàííîãî ïó÷êà â óñëîâèÿõ, êîãäà íà÷àëü-
íûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé óñòàíàâëèâàþòñÿ âûáèâàíèåì ÷àñòè ïó÷-
êà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âîçìóùåíèÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ïó÷êà â ýòîì
ñëó÷àå íå ìàëû. Âìåñòå ñ òåì, íàáëþäåíèÿ ðàñôàçèðîâîê ïó÷êîâ â
òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ìíîãèõ óñòàíîâêàõ äàþò ðåçóëüòàòû, êîòî-
ðûå äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííûìè â
ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ýòî ïðîèñõîäèò â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàáëþäàþòñÿ ãàðìîíèêè ïëîòíîñòè ñ ñðàâíèòåëü-
íî íåáîëüøèìè íîìåðàìè, à âåëè÷èíû (êîìïëåêñíûõ) êîãåðåíòíûõ
ñäâèãîâ ÷àñòîò ïðîäîëüíûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé äëÿ ýòèõ ãàðìî-
íèê ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ÷àñòèö â ìàøèíå. Ýòî
� îñíîâîïîëàãàþùåå òðåáîâàíèå ëèíåéíîé òåîðèè êîãåðåíòíûõ êîëå-
áàíèé ïó÷êîâ.

Âìåñòå ñ òåì, âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû ïðèãîòîâëåíèÿ íà÷àëü-
íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â ïó÷êå. Íàïðèìåð, îíè ìîãóò ãîòîâèòü-
ñÿ ïîäà÷åé íà óñêîðÿþùèé çàçîð â íàêîïèòåëå (êîðîòêîãî) èìïóëü-
ñà íàïðÿæåíèÿ, ìîäóëèðóþùåãî ðàçáðîñ èìïóëüñîâ â ïó÷êå. Ëèíåé-
íàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ïó÷êå â òàêèõ èçìåðåíèÿõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
êðàéíå ìàëî. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü òåïåðü äîñòàòî÷íî õîðîøî
ïîäãîòîâëåí, ÷òîáû ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ îïèñàíèÿ îæèäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ èçìåðåíèé.

Àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó ìîä ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé
ìîæåò îãðàíè÷èâàòü âîçìîæíîñòè èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ èíòåíñèâ-
íûõ ïó÷êîâ â óñëîâèÿõ, êîãäà êîãåðåíòíûå ñäâèãè ÷àñòîò ýòèõ ìîä
âåëèêè. Äëÿ èçìåðåíèé, ñâÿçàííûõ ñ óäàðîì ïó÷êà â îäíîì èç íà-
ïðàâëåíèé, ýòà ïðîáëåìà âíóòðåííå ïðèñóùà ìåòîäó. Îíà îáóñëîâëå-
íà ðàçðóøåíèåì íà÷àëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïó÷êà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå èçìåðÿþùèì óäàðîì. Õîòÿ ýòîò âîïðîñ è íå ðàññìàòðè-
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âàåòñÿ â ïîñîáèè, ìîæíî óòâåðæäàòü [2, 4], ÷òî ñèëüíîå îõëàæäåíèå
áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö óñòðàíÿåò èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïó÷êà, êîòîðûå ìîãóò âûçû-
âàòü àíòèçàòóõàíèå Ëàíäàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñìûñëå
èçó÷åíèå ðàñôàçèðîâîê ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïó÷êîâ â íàêîïèòåëÿõ
ñ äîñòàòî÷íî áûñòðûì îõëàæäåíèåì îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ÷óâñòâèòåëü-
íûì ê óïîìèíàâøåìóñÿ îãðàíè÷åíèþ.

Áûñòðîå îõëàæäåíèå è ñîïðîâîæäàþùàÿ åãî äèôôóçèÿ ÷àñòèö
ïîäàâëÿþò ôàçîâóþ ïîäâèæíîñòü ÷àñòèö â ïó÷êå è çàòóõàíèå Ëàí-
äàó êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Áëàãîäàðÿ áûñòðîìó âûðàâíèâàíèþ èì-
ïóëüñîâ ÷àñòèö îõëàæäåíèå, âîîáùå, óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü êîãåðåíò-
íîñòè êîëåáàíèé â ïó÷êå èëè äîëþ âðåìåíè, êîãäà ÷àñòèöû êîëåá-
ëþòñÿ êîãåðåíòíî. Åñëè λ � äåêðåìåíò îõëàæäåíèÿ, à δω � ðàçáðîñ
÷àñòîò â ïó÷êå, òî â òàêèõ çàäà÷àõ ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðà-
ìåòð nth = λ/δω. Îõëàæäåíèå ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ
êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà â îáëàñòè, ãäå nth ≫ 1. Ýòî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ïîäàâëåíèè çàòóõàíèÿ Ëàíäàó, à ñ äðóãîé �
â ñóùåñòâåííîì ðàñøèðåíèè íåêîòîðûõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè êîãå-
ðåíòíûõ êîëåáàíèé ïó÷êà.

Õîòÿ ìû ñîâñåì íå îáñóæäàëè çäåñü ðàñôàçèðîâêó ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ñãðóïïèðîâàííûõ ïó÷êîâ, ÷èòàòåëü ëåãêî ìîæåò íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñàìîñòîÿòåëüíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî ëèøü
ó÷åñòü, ÷òî â ñãðóïïèðîâàííîì ïó÷êå ôàçà ϕ è îòêëîíåíèÿ èìïóëü-
ñîâ ÷àñòèö îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ∆p îñöèëëÿòîðíî èçìåíÿþòñÿ
ñî âðåìåíåì. ×àñòîòà ýòèõ èçìåíåíèé ðàâíà ÷àñòîòå ñèíõðîòðîííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö. Êðîìå òîãî, ïîëåçíî åùå ó÷åñòü, ÷òî áëàãîäàðÿ
õðîìàòè÷íîñòè ôîêóñèðîâêè ôàçû áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ÷àñòèö
òàêæå îñöèëëÿòîðíî ìîäóëèðóþòñÿ èõ ñèíõðîòðîííûìè êîëåáàíèÿ-
ìè. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, ïèøóò

ψy(t) = ψy0 + ωy(I)t+
ξy
αp

(ϕ(t)− ϕ(0)),

ãäå ψy0 è ϕ(0) � ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôàç. Ðåçóëü-
òàòîì òàêèõ ìîäóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â ñïåêòðàõ ïîïåðå÷íûõ
êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ ãàðìîíèê ÷àñòîòû ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé
(òàê íàçûâàåìûå ñèíõðîáåòàòðîííûå ÷àñòîòû). Åñëè íåëèíåéíîñòü
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ñèíõðîòðîííûõ êîëåáàíèé ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî ñïåêòðû ñèíõðî-
òðîííûõ è ñèíõðîáåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ýêâèäèñòàíòíû. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå çàòóõàíèå ïîïåðå÷íûõ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ
öåëèêîì îáÿçàííûì îêòóïîëüíîé íåëèíåéíîñòè ôîêóñèðîâêè ìàøè-
íû. Âëèÿíèå æå õðîìàòèçìà ôîêóñèðîâêè ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðíûì
ìîäóëÿöèÿì êîãåðåíòíûõ ñèãíàëîâ, à òàêæå, âîçìîæíî, ê íåóñòîé-
÷èâîñòè îïðåäåëåííûõ ñèíõðîáåòàòðîííûõ ìîä ñãóñòêîâ ïó÷êà. ×à-
ñòè÷íî ýòè âîïðîñû îïèñàíû, íàïðèìåð, â ó÷åáíîì ïîñîáèè [1].
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